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AVERTISSEMENT. 



Les Œuvres scientifiques de Gustave Robin forment 
trois Volumes. 

Mathématiques : un Volume. Nouvelle théorie des fonc- 
tions, exclusivement fondée sur Vidée de nombre. 

Physique : un Volume en deux fascicules. 

i^ Physique mathématique (Distribution de l'électricité, 
Hydrodynamique, Fragments divers). 

2® Thermodynamique générale (Equilibres et modifica- 
tions de la matière). 

Chimie : un Volume. Leçons de Chimie physique, pro- 
fessées à la Faculté des Sciences de Paris. 



Le présent fascicule, formé en majeure partie de re- 
cherches inédites, renferme, à quelques pages près, tout ce 
que Robin a publié. 

Il s'ouvre par un Mémoire Sur la distribution de l'élec- 
tricité à la surface des conducteurs fermés et des conduc- 
teurs ouverts (Thèse pour le doctorat es sciences mathéma- 
tiques, soutenue en Sorbonne, le ï3 juillet 1886). Ce travail, 
qui était divisé en deux Parties, a paru dans les Annales 
scientifiques de V Ecole Normale supérieure (année 1886, 
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Supplément). Nous y avons ajouté une troisième Partie, com- 
posée d'articles tous inédits, sauf le premier, et qui ont été 
élaborés, soit en même temps que la Thèse, soit dans le 
courant de l'année scolaire 1886- 1887. 

Ensuite viennent des travaux d'Hydrodynamique, que 
nous avons groupés en deux Mémoires. Le premier, inti- 
tulé Le problème général de V Hydrodynamique, est la 
réunion de deux Notes que Robin avait rédigées en 1887, 
mais qu'il n'a point publiées. De la même époque date le 
Mémoire suivant {Percussions et explosions dans les li- 
quides)^ résumé en juillet 1887 dans une Note des Comptes 
rendus de V Académie des Sciences et qui a été reconstitué 
d'après les manuscrits laissés par l'auteur. 

Enfin, sous le titre Fragments divers, on trouvera 
quelques articles relatifs à l'Électricité et à l'Électroma- 
gnétisme, composés avant la fin de l'année 1889, mais qui 
étaient restés inédits. 



ÉLECTRICITÉ STATIQUE. 



G. R. — II. 



SUR LA 



DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ 



A LA SURFACE 



DES CONDUCTEURS FERMÉS ET DES CONDUCTEURS OUVERTS ( ' ). 



INTRODUCTION. 

Dans son premier Mémoire sur la distribiilion de rélectricité (^), 
Poisson a posé, mais non résolu, le problème de Téquilibre élec- 
trique d'un sphéroïde conducteur. En écrivant que le potentiel 
est constant en tout point intérieur au sphéroïde, il arrive à une 
condition que l'on peut énoncer ainsi : si Ton divise la densité 
électrique en un point par la puissance n — i du rajon vecteur et 
qu'on dévelo[)pc le quotient en une série de fonctions de Laplace, 
la fonction d'ordre n doit manquer dans le développement. Cette 
condition détermine complètement la densité inconnue; mais son 
expression explicite paraît présenter des obstacles qui ont fait 
reculer Poisson. <( Userait difficile, dit-il, de donner une solution 
générale de celle question », et il se restreint au cas des sphé- 
roïdes infiniment peu différents de la sphère, c'est-à-dire à des 
surfaces ayant en tous leurs points une excentricité dont le carré 
est négligeable. Il trouve alors pour la densité une série de fonc- 
tions sphériques, qui se déduit par une loi très simple de la série 
de même nature qui représente le rayon vecteur. 

J'ai repris dans ce travail la question de la distribution électrique 
sur un sphéroïde sensiblement différent de la sphère; mais j'ai 



(') Thèse do Doctorat, publiée dans les Annales de l'École Normale; 1886. 
(•) Mémoires de V Institut pour 181 1. 
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abordé le problème par une vole qui me semble nouvelle. Au fond, 
la méthode de Poisson revient, comme presque toutes les méthodes 
usitées dans la solution des questions d^équilibre électrique, à 
rintégration de l'équation aux dérivées partielles, à trois variables 
indépendantes, AV= o. Celle que j'ai adoptée consiste dans l'in- 
tégration d'une équation fonctionnelle à deux variables indépen- 
dantes seulement. Cette équation fonctionnelle convient à tous les 
conducteurs fermés; elle ne régit pas la classe infiniment plus 
étendue des conducteurs ouverts ; mais elle semble jouer dans cer- 
taines questions d'Électrostatique un rôle d'autant plus efficace 
que sa portée est plus limitée : c'est là une loi de compensation 
d'une application fréquente en Mathématiques. 

Dans la solution du problème qui nous occupe, j'ai tenu compte 
de l'influence, négligée par Poisson, de masses électriques fixes. 
Ce point est capital; car trouver l'équilibre électrique d*un con- 
ducteur soustrait à toute influence, c'est traiter un problème 
d'Électrostatique très incomplet et parfois relativement très facile. 
On en peut juger par le cas bien connu de l'ellipsoïde. J'ai tenu à 
résoudre la question des sphéroïdes de forme quelconque pour 
donner une idée de l'énorme complication du problème général de 
la distribution électrique. Cette complication, quoique grande en- 
core, se dissimule dans les solutions élégantes données pour des 
cocps à forme simple, tels que l'ellipsoïde, le tore, les deux 
sphères, les sphères sécantes, la calotte spliérique, le lemnisca- 
toïde de révolution (*). On verra que la densité électrique sur un 
sphéroïde se présente sous la forme d'une série d'intégrales défi- 
nies dont chacune, pour être évaluée, exige que l'on sache calculer 
la précédente; il est vrai qu'à défaut d'une évaluation exacte, ces 
intégrales donnent prise successivement aux méthodes d'approxi- 
mation indéfinie des quadratures mécaniques. 

Mais, lors même qu'on saurait trouver la distribution de l'élec- 
tricité sur tous les conducteurs fermés imaginables, on n'aurait 
fait que le premier pas dans la solution du problème général de 
l'Électrostatique. L'électricité en équilibre réside tout entière à la 
surface des corps conducteurs; on peut donc supposer ces corps 
vidés, pour ainsi dire, de leur substance intérieure et réduits à 

( ' ) Voir le tome II des Fonctions sphériques de Heine. 
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leur seule surface terminale. A ce point de vue, les conducteurs 
fermés, tels que la sphère, deviennent des cas infiniment particu- 
liers des conducteurs ouverts, tels que la calotte sphérique. Une 
théorie générale de ces derniers ne semble pas avoir été donnée. 
Le cas n'est plus le même que celui des conducteurs fermés. On 
ne peut pas identifier immédiatement le problème de la distribu- 
tion électrique sur une surface ouverte avec le problème de Gauss : 
« Distribuer sur cette surface une couche dont le potentiel prenne 
en tous ses points une valeur donnée w, parce que, celle couche 
étant trouvée, il faut la répartir entre les deux faces; mais le dé- 
part se fait aisément : une fois le problème de Gauss résolu, on 
verra qu'une quadrature suffit pour achever la solution. 

Une réduction considérable peut être effectuée dans le pro- 
blème de la distribution de Télectricité sur les deux faces d'un 
conducteur ouvert : il est possible de ramener l'équilibre élec- 
trique de tous les conducteurs à contour multiple à celui des con- 
ducteurs à contour simple. Ainsi, que l'on imagine une sphère 
divisée en trois parties, une zone ou bande B et deux calottes G, G'. 
Si l'on connaît l'influence d'un point quelconque de la calotte G 
sur la calotte complémentaire B -h G', et celle d'un point quel- 
conque de G' sur B 4- G, on en pourra conclure la loi de la dis- 
tribution électrique sur la zone B. La méthode qui m'a permis 
d'opérer cette réduction offre de l'analogie avec celle que Murphy 
a imaginée pour résoudre le problème de l'influence mutuelle des 
conducteurs. Mais cette idée des influences successives, qui se 
présente naturellement lorsqu'il s'agit de corps séparés, semble au 
premier abord inapplicable lorsqu'il s'agit de surfaces empiétant 
l'une sur l'autre, et l'on verra que, pour en tirer parti, j'ai du la 
combiner avec d'autres idées assez complexes. L'inconvénient de 
cette méthode si générale réside dans les difficultés d'application. 
G'est cependant grâce à elle que j'ai réussi à calculer la distribu- 
tion de l'électricité sur une zone sphérique conductrice, en pre- 
nant pour point de départ la solution si simple et si belle donnée 
par Sir W. Thomson pour l'équilibre électrique de la calotte sphé- 
rique. 

Je passe ici sous silence divers résultats plus ou moins dignes 
d'intérêt que l'on trouvera dans le cours de ce travail ; je me 
borne à faire observer que les méthodes dont j'ai fait usage 
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peuvent trouver leur application dans plus d'une branche de la 
Physique mathématique, en vertu de l'analogie ou de ridentité 
des équations aux dérivées partielles du second ordre qui régissent 
les divers ordres de phénomènes naturels. C'est ainsi que, dans 
ces dernières années, on a pu calculer les attractions apparentes 
de corps solides plongés dans un liquide par l'application pure et 
simple du principe de Murphy, transporté directement de l'tlec- 
trostalique à l'H}'drodjnamique. 



PREMIÈRE PARTIE. 

LES CONDUCTEURS FERMÉS, 



CHAPITRE I. 



EQUATION FONCTIONNELLE CARACTÉUISTIQUE 
DES CONDUCTEURS FERMÉS. 



Le problème le plus général de l'Électrostatique consiste à se 
donner des conducteurs et des masses électriques fixes, dont le 
nombre, la forme et la situation sont quelconques, et à chercher 
la distribution de l'électricité en équilibre sur les divers conduc- 
teurs pour des valeurs connues des potentiels ou des charges de 
chacun d'eux. 

Le principe de Murphy ramène ce problème si compliqué à 
celui de l'influence de masses fixes sur un seul conducteur. C'est 
dans ce cas plus simple que nous nous placerons dans tout ce qui 
va suivre. 

On sait que le problème de la distribution électrique sur un 
conducteur quelconque se ramène à celui-ci, posé par Green et 
par Gauss : Trouver une fonction V des trois coordonnées, con- 
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tinue dans tout Tespace, dont les dérivées premières ne devien- 
nent discontinues qu'à la surface du conducteur, qui satisfasse en 
tout point de l'espace à l'équation AV=: o, qui prenne à la surface 
une valeur connue en chaque point, et qui à l'infini soit du môme 
ordre de petitesse que l'inverse de la distance à l'origine. 

Quand il s'agit d'un conducteur fermé, on peut substituer à 
l'équation diOTérentielle AV=o une équation fonctionnelle à deux 
variables indépendantes, plus avantageuse dans certains cas. 



I. — Établissement de l'équation fonctionnelle. 

Considérons un point M de la surface o- du conducteur où la 
densité électrique a pour valeur e. Ce point subit les actions des 
divers éléments électriques e' d^j' du reste de la surface o- et des 
charges qi(i =z i ^ 2, . • . , p) des points éicctrisés extérieurs, que 
nous supposons au nombre de /?. Le potentiel au point M a pour 
valeur 

/• et /•/ désignant les distances au point M de l'élément d^' et du 
point de charge r/j. Si l'on prend la dérivée de V suivant la nor- 
male intérieure /i, on sait nue la valeur de la fonction — en un 

* I on 

point de la surface est la moyenne arithmétique des valeurs, o et 
/{t:<?, de cette même fonction en deux points, l'un intérieur, 
l'autre extérieur, infiniment voisins du premier : c'est donc 2?:^; 

et, comme 

f) I _ cos(r, n) 

an r r' 

on aura 

f 

Telle est l'équation fonctionnelle que nous avions en vue d'ob- 
tenir. Comme le potentiel n'y figure pas, il est bon d'en donner 
une démonstration directe. 
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Coupons la surface a* par un plan infiniment voisin du plan 
tangent en M. Ce plan partage le conducteur en deux calottes s 
et S, la première infiniment petite. L'aire de la section 5| diffère 
infiniment peu de s. D'un point quelconque de 5, on voit Si sous 
un angle solide infiniment voisin de 2Tt, si la surface ne présente 
aux environs du point M aucune singularité. Donc, la densité 
étaiU continue, la calotte s exercera sur Si une répulsion dont la 
composante normale, d'après un théorème de Gauss, est sensible- 
ment égale à 2'7:es, 

Soit F la composante normale de la répulsion exercée sur 5| par 
la calotte S et par les points électrisés extérieurs. La condition 
d'équilibre est 

et, comme on a visiblement 









. '•' 



on en conclut l'équation (i). Cette équation fonctionnelle déter- 
mine l'inconnue e; les deux variables indépendantes sont les deux 
angles dont la relation avec le rayon vecteur définit la surface du 
conducteur. Elle a toujours une solution et une seule; car elle 
exprime, comme il est facile de s'en assurer, que, sur une surface 
intérieure à or et infiniment voisine, la composante normale de la 

répulsion est nulle en chaque point ( -— = oj. 

Avant d'utiliser la formule (i) pour la solution du problème des 
sphéroïdes conducteurs, nous allons en faire quelques applica- 
tions très simples, qui en feront ressortir les avantages (*). 



(') Voici une application de l'équation fonctionnelle (i) à réquilibrc électrique 
de l'ellipsoïde, qui permet de retrouver analytiqueinciit le résultat obtenu par le 
procédé synthétique des ellipsoïdes homothétiqucs. Soit, en effet, 

. cosTr, n') , , 

dit) = , — CtT 

/'- 

l'angle solide sous lequel, de l'élément de surface e/7, on voit l'élément c/^' dont 
la normale intérieure est n. Au cas où il n'existe pas de masses inductrices, l'é- 
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II. — Influence d'un point électrisé sur une sphère conductrice. 

En appelant R le rayon de la sphère, V son potentiel constant, 
^1 la charge du point, rf| sa distance au centre de la sphère, on a 
visiblement 

= — î7» rt?= R2-+- r? — 2Rri cos(ri, n), 

r 2 K 






Si dans l'équation (i) on porte les valeurs des cosinus tirées des 
deux premières relations et qu'on tienne compte de la troisième, 
on obtient 

V q, d\ — R2 



(2) e = 



i ~ K i t: H r\ 



On retrouve ainsi, par la voie la plus directe, le résultat que 
Sir W. Thomson a obtenu par des procédés détournés si ingé- 
nieux. 

III. — Sur un corps d'épreuve. 

Un corps d'épreuve est, comme on sait, un conducteur de très 
petite dimension qu'on met en contact avec un autre conducteur 
de dimension finie. La charge prise par le corps d'épreuve ne dé- 



quation fonctionnelle en question pourra s'écrire 



(■') 


) e c<)s(/', n' ) 


Pour un ellipsoïde, on a 






oos ( r, n ) p 




cos{r,n') p 



p et/?' étant les distances du centre aux plans tangents à rf^ et à d^*\ on le voit 
tout de suite en remarquant que la parallèle à r, menée par le centre, est divisée 
par ce point et les deux plans tangents en deux parties égales. On satisfait donc 
à Téquation (i') en prenante proportionnel à />. {Addition de l'auteur.) 
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pend pas de la forme de la surface touchée ; elle est proportion- 
nelle à la densité électrique au point louché, avant le contact. La 
difficulté, insurmontable dans la plupart des cas, consiste à trou- 
ver le coefficient de proportionnalité. Lorsqu'il s'agit d'une petite 
sphère, Poisson a pu déterminer le rapport de sa densité élec- 
trique moyenne à la densité au point de contact : ce rapport a 

pour valeur -r-» 

Voici un autre cas dont notre équation fonctionnelle permet 
de faire la théorie. Le corps d'épreuve est le corps de plus grande 
attraction, dont l'équation polaire est 

(3) L .. ^ J_. 

La constante a est le diamètre ; le corps, qui est de révolution 
autour de son diamètre, présente au pôle un aplatissement in- 
fini. 

Imaginons qu'on mette en contact par leurs pôles deux corps 
de plus grande attraction ; on les suppose tous deux conducteurs 
et l'on communique à leur ensemble une charge électrique M. 
Exprimons que toutes les répulsions électriques se font équilibre 
au point de contact; en afTectant de l'indice i toutes les quantités 
relatives au deuxième corps, nous aurons 






ou, en vertu des équations des deux corps, en désignant par m, 
/Wi leurs charges, 



(4) '" "' 



a^ a\ 



Ainsi la charge totale se partage proportionnellement aux carrés 
des diamètres, c'est-à-dire aux surfaces. 

Supposons maintenant le second corps isolé et possédant à lui 
seul la charge M = /?? 4- ///, . L'équation (i), appliquée au pôle, 
donne 






fiQUAT10?( FONCTIONNELLE DES CONDUCTEURS FERMÉS. I I 

En combinant celle relation avec la relation (4), on trouve 



m f \ \ \ 



et, si le premier corps est très petit par rapportai! second, 

D'après la théorie du corps d'épreuve, ce résultat subsiste lors- 
qu'on remplace le second corps de plus grande attraction par un 
conducteur quelconque. Le rapport cherché est 'irut-. L'aplatis- 
sement du corps d'épreuve au pôle fait qu'une erreur de contact 
assez grande n'influe pas sensiblement sur la distribution élec- 
trique du sjslème. 

IV. — Énergie électrique des conducteurs fermés. 

A la formule (i) se rattache une expression nouvelle de l'énergie 
électrique qui, art point de vue analytique, n'est pas sans intérêt. 
Généralement, l'expression de la densité sur un conducteur com- 
porte un facteur arbitraire, que l'on détermine en se donnant, 
soit la charge M, soit le potentiel V. Chacune de ces opérations 

conduit à une double intégration, de sorte que l'énergie W—- - MV 

se présente sous la forme du produit de deux intégrales doubles. 
On va voir qu'une seule intégrale double suffit à exprimer l'énergie 
électrique d'un conducteur fermé. Nous pouvons d'ailleurs sup- 
poser qu'un nombre quelconque de conducteurs, non influencés 
par des charges fixes, sont en présence. 

Soient 

M un point de l'iin d'eux, 

m = e d'y la charge en ce point, 

M' un autre point du système, 

m' sa charge, 

p et p' les distances des points M et M' à une origine fixe O. 

Les divers éléments M' exercent en M une répulsion totale 
dirigée suivant la normale extérieure n, et dont la valeur est 2Tze. 
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En projetant les répulsions composantes sur la direction p, on a 
donc 

V ,^ cos(ArM. p)= iT.e cos(n, p). 

^ M' M" 

Multipliant les deux membres de cette égalité par mp = ep </t, 
puis intégrant sur toute l'étendue des p surfaces conductrices, il 
vient 

SS jpcosdVrM. p)= V / 27:e2pcos(/i, p)d7. 

^^ M'M ^-^ 

On peut, dans le premier membre, grouper les termes deux à 
deux de manière à mettre en évidence la somme partielle 

'"''' [p cos(M'iM, p)-h p' cos( M'M, p')J. 



MM 



On reconnaît aisément que la parenthèse se réduit à M'M, en 
sorte que le premier membre de notre équation, SS vfw' repré- 
sente l'énergie électrique W de tout le système. Nous avons donc 
la formule 

(6) W=27:^ I e-p cos{n^ p)ch. 

Elle est susceptible d'une légère transformation. Appelons clio 
Télément de surface sphérique décrite du point O comme centre 
avec l'unité pour rayon; suivant que le rayon vecteur p sort du 
conducteur ou y pénètre, on aura 

cos(/z, p) <ij = ih p2 rfto, 

et, en regardant comme négatifs les rayons vecteurs qui entrent 
dans le conducteur, comme positifs ceux qui en sortent, l'équa- 
tion (6) devient 

(7) \V = 5i7rV fe^z^do). 

P 

Pour une sphère de rayon R, la formule (-) donne immédiate- 
ment l'expression connue W = Stc^R^^s^ 



ÉQUATION FONCTIONNELLE DES CONDUCTEURS FERMÉS. l3 



V. - Énergie électrique d'un disque plan. 

La méthode de calcul qui précède n'est pas directenietit appli- 
cable à rénergie des disques, calottes, zones, etc. Il faut connaître 
la distribution de réleclricilé sur les corps épais dont l'aplatisse- 
ment peut donner naissance à ces surfaces. 

Avant d'aborder le calcul de l'énergie d'un disque plan à con- 
tour quelconque, nous ferons quelques remarques relatives à la 
distribution de l'électricité sur l'ellipsoïde 

x^ v^ z^ 
^ ' </2 0- c^ 

Si c désigne le demi petit axe, cet ellipsoïde est aplati dans le 
sens de l'axe des z. On sait que la densité électrique e en un point 
de la surface est proportionnelle à 

I c 



y a* 0^ c^ y a* b* *^ 



c 



/• et 'i représentant les coordonnées polaires dans le plan des xy. 
Le plan qui passe par Taxe des s et par le point considéré coupe 
l'ellipse du plan des xy suivant un diamètre dont la demi-lon- 
gueur a est donnée par la formule 



cos*<{/ sin'tj; 



Posons maintenant 

(10) ; — cos^J/H — — sin-6=-- 

^ ^ a* ^ b* ^ a- 

et désignons par Cq la densité au sommet du petit axe; nous 
aurons 

(11) e = e,-—^==' 
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Si rdlipsoïde dégénère en disque elliptique (c = n), e^ iQn(\ 

vers i, et le rapport — tend vers une limite A*-, finie et diffé- 
rente de zéro, 

Remarquons enfin que, si y désigne le rayon de courbure au 
sommet le plus aigu de la section correspondant à l'azimut ^, le 

rapport — reste toujours égal à la quantité finie a. 

Cela posé, considérons un disque plan à contour quelconque. 
Nous prendrons son plan pour plan xy (ou des r, d/), et, pour 
fixer les idées, nous placerons Torigine au centre de gravité O 
du disque. Nous supposerons que le contour ne présente pas de 
point anguleux. En général, le disque résultera de Taplatissemenl 
continu et indéfini d'une surface fermée dépourvue de toute sin- 
gularité. A.UX environs d'un point, cette surface pourra être con- 
fondue avec un ellipsoïde; les parties extrêmes des sections azi- 
mutales seront assimilables à des arcs d'ellipse très fortement 
courbés. 

Nous supposerons le corps aplati symétrique par rapport au 
plan des xy (ou des /*, i). 11 suffira de calculer l'énergie pour la 
moitié supérieure et de doubler. De celte façon la formule (6) 
devient^ 

(f)') W — 4?: /c2pcos(/i, p)d7. 

Par analogie avec ce qui a lien pour l'ellipsoïde, nous pouvons 
poser 

(i3) e = 



v/a-i— ô 



c.^/'* 



OL étant la valeur de r en un point de la ligne de contour, )» et e 
deux fonctions de /* et de ^, dont la seconde prend la valeur i 
lorsque, le corps dégénérant en un disque, son épaisseur centrale c 

tend vers zéro, de telle façon que le rapport tende vers une 

limite k'^ finie et différente de zéro. Enfin, si Ton désigne par y le 

rayon de courbure minimum d'une section azimutale, le rapport — 

tendra aussi vers une limite finie p. 
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Concevons l'ellipse osculatrice au sommet aigu de la section 
considérée, et soit son équation 



a ^ c 



r'î 



Son rajon de courbure minimum —7 ajant pour valeur y, on en 
conclut facilement 

(.5) """j^/f 

Maintenant, comme on a 

cos(/t, z) 
l'expression (6') de Ténergie devient 

L'intégrale par rapport à /• est une intégrale singulière qui n'a 
de valeur sensible que pour /• = a. En effet, sauf dans le voisinage 

de la liffne de contour, le rapport — - -'-7 a une valeur insensible ; 

sur cette ligne même, il est infini^ il nous suffira donc de calculer 
sa valeur pour les points voisins du contour, et nous serons en 
droit d'écrire les égalités approchées 

ros(/i, p) _ cos(n', r') _ dz 
cos^/i,;;) cos(/i', j) <//•' 

et, en tenant compte de l'équation (i4)> 

cos(n, p) c'^r c r' c' 



cn^in.z) 3i'*z a' ^>x'2__/2 ^^'i^ji 

_ c' / OL -\- r c _ c' /a c 

finalement, en vertu de l'équation (i5), 

cos(/i, p) __ h c 
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En portant celte valeur dans Texpression de W, où nous ferons 
p = a el où nous remplacerons e par sa valeur (i3), nous obtien- 
drons 

Si l'on pose 

et si Ton se rappelle que _ ; tend vers la limite finie A-, l'in- 
tégrale 

r cr dr 

Jo ( OL^ - f^ r^ ) \fa'—r^ 
devient 

r* h^cdt A / eA7\« T,A 

On a donc enfin 



On voit que l'énergie électrique d'un disque plan s'exprime par 
une seule intégrale simple prise le long de son contour. 

Pour appliquer la formule au disque elliptique, il faut faire 

■ 

P = a, X = ey, 

remplacer a et k par leurs valeurs tirées des relations (9) et (12). 
On trouve ainsi 

f : -^ — 



>•>•■ 



DISTRIBUTION SUR UN SPHÉROÏDE. I7 



CHAPITRE II. 



DISTRIDUTION DE l'ÉLECTRICITÉ A LA SURFACE d'uN SPHÉROÏDE 

CONDUCTEUR. 



La principale application de notre équation fonctionnelle est la 
solution du problème de Téquilibre électrique d'un sphéroïde dif- 
férant de la sphère d'une manière sensible. Nous supposons le 
sphéroïde dépourvu de toute singularité, pointe ou arête vive; 
mais sa surface peut être composée de portions raccordées de 
surfaces différentes. II est soumis à Tinfluence d'un nombre quel- 
conque p de points électrisés. 

Mais, pour ne pas interrompre l'exposé de la solution, nous fe- 
rons quelques remarques préliminaires sur les développements en 
série, qui nous seront indispensables par la suite. 

I. — Digression sur les développements en série. 

Soit à développer en série entière un produit de puissances de 
séries ou de polynômes A* B? . . . L^ : 

A :rz aQ-\- a^x -{- a^x^-^- . . . , 
H :- bo->- bx X -\- hiX'^ -\- . . . , 



1^ — /o H- l\Jr -^ I^x^-k- . , ., 



les exposants a, ^, . . ., A étant quelconques. 

Lorsque aucun des termes constants rto, f'o» • • •> 'o n'est nul, 
ce développement est toujours possible pour des valeurs suffi- 
samment petites de x. En appelant 

la série cherchée et en égalant la dérivée logarithmique de U à 
celle du produit donné, on a 



U' A' Q B' . L' 



G. R. — 11. 
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L'identification des deux membres de cette égalité, qui sont ra- 
tionnels en j:, fournit les inconnues Wq, W|, Wj, .... Voici le ré- 
sultat de ce calcul. 

Désignons par Sp la somme de tous les produits ab. . .1 pour 
lesquels la somme des indices est égale à p. En convenant de 
traiter les indices comme des exposants, on fixe la signification 

des symboles (g:), (fe), .... (.|f), (» ^) Posons 

Les coefficients u seront donnés par la relation récurrente 
à laquelle il faut adjoindre l'expression du premier terme 

On conclut de là, pour exprimer //^, un déterminant qu'il est 
inutile d'écrire. Les «, f>, ..., / étant finis par hypothèse, les 
coefficients u sont visiblement finis. Si Ton appelle poids d^iine 
lettre a le produit de son indice par son exposant, poids d^ un 
terme ab...l lai somme des poids des lettres qui y entrent, Up est 
une fonction rationnelle, homogène et de poids p des a, 6, ...,/. 



II. — Solution du problème par une série d'intégrales définies. 

Soit en coordonnées polaires (p, 0, A) 

(20) p = R(i4-//) 

l'équation du sphéroïde. Considérons la famille de surfaces 

(21) P = H(i-+- an), 

où a désigne un paramètre compris entre o et i; elles sont toutes 
comprises dans les parties du sphéroïde primitif extérieures à la 
sphère de rayon R et dans les parties de la sphère extérieures au 
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sphéroïde. Nous allons chercher la distribulion de l'électricité sur 
Tun quelconque de ces sphéroïdes intermédiaires. 

Soient M et M' deux de ses points; p, 6, ^ et p', 8', ^' leurs coor- 
données; r la distance de M à M', en grandeur et direction. 

Au système fixe (0', i^') il est avantageux d'adjoindre un système 
de coordonnées (eu, ç) mobile avec le point M, dans lequel le 
nouvel axe des z passe par ce point. On passe du premier système 
au second par les formules bien connues 

/ cosO'= cosÔ cos(i> — sinOcoscp, 

{'11) \ ,., ,, cosO COSO -h sinO cotio 

J cot(tL'— iL)= K 

\ ^ ' siii<p 

Désignons par v l'angle de la normale extérieure au point M 
avec la direction de r; par e, e' les densités électriques aux points 
M, M'; par qi{i= i , 2, ...,/?) la charge du point électrisé Q/; par 
p/, 6/, ^/, Wi, cp/, /v, v/ les quantités relatives au point Q/ analogues 
aux quantités p', 0', A', w, cp, /*, v relatives au point M'. 

Lorsqu'on se donne le potentiel constant V du sphéroïde, la 
densité électrique au point M est complètement déterminée par 
Téquation fonctionnelle 

Commençons par évaluer — ^« 

Si l'on appelle ^ l'angle des deux directions p et /*, ÎJ l'angle de 
la normale extérieure au point M avec la direction p, X l'angle du 
plan déterminé par p et par cette normale avec le plan méridien 
correspondant à Tazimut «j^, le trièdre dont les arêtes sont p, r cl 
la normale donnera 

cosv = cos^cosj H- sin^ sin Jcos(çp — X) 
ou bien 

(a3) cosv = cos p cosÇ -f- sinp(sinî cosX cosïpH- sin2[ sinX sincp). 
Dans le triangle dont les côtés sont p, p', r, on a 

(24) /-îrrpî-hp'î ipp'cOSO), 

o p'cosw — p . Q p'sino) 
(25) cos? = ^^ ^, sinp = ll— 
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Les produits sinÇcosX, sinîJsinX se calculeront de la manière 
suivante : la normale extérieure fait avec les directions des coor- 
données polaires p, 6, ^ des angles !J, JI|, ^2 déterminés par les 
formules 

cosÇ cosÇ, COS^i I 

(aC) — — = - — — 



En projetant la normale extérieure sur un plan perpendiculaire 
au rayon vecteur p, on obtient les relations 

(•27) sinÇ cosX = cosji, sinÇ sinX = cosÇî, 

où cosîJi, cosÇj doivent être remplacés par leurs valeurs (26). 

Portant dans l'équation (a3) les valeurs (î>.5) et (^^7) trouvées 
pour cos^, sinp, sinîJcosX, sinÇsinX, et divisant les deux 

membres de celte équation par /• = ^/p^ -f- p'^ — 2pp'cosa), on 
obtient finalement 

/ . / àp sino ()z>\ 
p* — zp cos w -h p sin OJ ( cos o -r^ -h -r— ^ -t] 
_ \ • c^O sinO d^J 



cosv 



( pî + p'î - 9. pp' cos Oi)y/p2 4--^^ 



i C>5* 



sin^O â^- 



L'expression de ^ se déduirait de la précédente par le 

changement de p', co, '^ en p/, w/, '^/; mais, dans les transformations 
que nous ferons subir à l'équation (i'), nous aurons besoin de 
connaître la valeur de 

p«— pp/CosW|-+-p/Sin(o/ coscp/-^ -h -.-I- -y ) 
(•>9) 






V/< ?' -^ p/ - ■^- ?P'- *^°' ""^'{p'-^Tm-^lik^^) 



Enfin, pour achever le calcul des termes qui figurent dans 

notre équation fonctionnelle, il faut évaluer le quotient — • Si 

Ton conçoit que, dans l'expression du rayon vecteur p', on ait éli- 
miné 8' et '!^' au moyen des formules de transformation (22), on 
trouvera aisément 



'''' - p' { 


1 ' t>a>* sin-w à'Si^ 


/• -'' V 


p*-r- p'*— '2 pp' cos W 



(]o) — =p'l/ — - — ■ !— sinco rfto </©. 
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Cela posé, clans les expressions (a8), (29), (3o) de — 
' — ^ et clans celle de la quantité 



cosv 



/•: 



(3i) 



^^f'i aRy/p^ — p: — 2pû/Cosa)/ 



c{ui apparaîtra dans le§ transformations ultérieures de l'équation 
fonctionnelle, remplaçons p par R(i -f- a/i) et p' par R(i 4- a/t'); 
si Ton met en évidence le paramètre a, elles prendront la forme 



/ cosv 
r 



I 



I -h Gi a -h G«a* 



rrt > 



(3-2) ; 



COSV/ 



Ko -H Kl» -f- Ks»' 



- - — > 



v/(Lo-+- Lja — Lia*)-(i -f-/i|a-+- /tja*) 

R(n- 



, / 1 -+- // ', a H- /15 a* sin o) d/a> û^<p 
V i-hHia-+-Hja* T^u^co^l 



rr- ■ > 



î**^''/ 2Kv/Lo-+-Lia-t-L5V^ 



OÙ G|, G2 ont les valeurs 



n — w'-r- sinto | coso 
Gi=/l4-/l'-^ ^ 



dn sino dn\ 
50 "^ slrTO d^) 



(33) < 



1 — cosca 



n^ — nn' cosw H- 



G, = — 



, . / dn sin© (^/i \ 

n sin 0) ( cos o — r -h -^-^ — - ) 



1 — cosw 



et U|, H2, A|, /*2) /*'p /^2' ^0" '^«^ '^Sî '-«oj L| , L2 les valeurs 



(33') 



IIi 

K 

Ko 
Kl 

Lo: 

Li 



2/1, 



112 = -. > 



2(1 — cos oj ) 



A, = ns -h 



dn^ 



I (>/jS 



= 2/1 



c)0« siii*0 (/<;/=' 

' dto^ sin*a> t>o* 

R — p/ cos O)/, Kj = R /i', 

(2R — p,cosai/)n-+-p/sina>,|^ços?— -4-^J ^| 

R'H- p? — 2 R pi cos 10/, 

2R/2(R — p/coso)/), Lj=Rai2. 
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Maintenant, les formules (18) et (19) du paragraphe I nous 
permettent de développer les expressions (Sa) en séries procédant 
suivant les puissances croissantes de a. Les développements seront 
de la forme suivante : 



w — 00 



rosv I / V^ / \ 






(34) _(_;_^£^A= ~~l'.-_:^=^iyA.a''S 



\ \ m = l / ^ ^ 



sinb) dtsi d^ 



cosw) 



Le calcul des coefficients A;,,, 6„i, c,n serait pénible et n'offrirait 
d'ailleurs que peu d'intérêt. Nous retiendrons seulement l'ex- 
pression de 6|, qui nous servira dans les applications aux sphé- 
roïdes très peu différents de la sphère : 

, . / dn sincp dw\ 

n cosw — w -h sinwf cos9-r;r H — r-i: —.- ) 

( 35 ) A, = >- - ■ '?o.^!!ill^ . 

1 — CUSO) 

Revenons à l'équation fonctionnelle (1') que nous pouvons 

p 
écrire, en ajoutant et retranchant à son second membre J^-t-^b^ 



— > 
ri 



~~ 2TZ J r r 4iiRij /'i 



"" 1 



P 



i__ rj / i_ . cosv/ \ 

i ' 

Substituons-y les séries (34) et décomposons l'intégrale / en 

deux autres, dont la première correspondra au premier terme — ^ 

du développement de — — ^ et la seconde aux termes restants. 
Posons, pour abréger. 
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il viendra 



e 
(37) 



/(R'-t- p! — îRpiCOSto^y 



(59) 



H ^A2-'''«'^-:^^^^^'--S^'2^-- 



4 

Posons maintenant 

( 38 ) e = eo -^ e i a -h <?2 a* -4- . . . -^ e,;, a"* -4- 

Le terme général Cm est une fonction des angles 6, ^ qu'il s'agit 
de déterminer; si l'on y remplace 0, A par 0', ^', e^ se changera 
en e^, qui deviendra une fonction de to, '^, lorsqu'on aura éliminé 
y, 'V au moyen des formules de transformation (22). 

Dans l'équation (37), substituons les développements de e et 

^ S • ii'est autre 

chose que le potentiel V du sphéroïde. Les deux membres sont 
deux séries entières en a, qui doivent être identiques : on en 
conclut 

L 1 /( H«H- 9] — -2 H Pi COStO/)3 

Y */o •A \/i(l— COS(o) j 

Les formules (38) et (39) résolvent le problème proposé. Comme 
elles expriment chacune des fonctions Cm à l'aide des fonctions 
d'indice moindre, elles permettent de calculer ces fonctions de 
proche en proche; du moins elles ramènent ce calcul à une suite 
de quadratures qui, à défaut d'une évaluation exacte, généralement 
impossible, donnent prise aux méthodes d'approximation indéfinie 
telles que celle de Gauss. La densité électrique en un point du 
sphéroïde primitif s'obtient en faisant a= i dans la série (38). 

Il peut arriver que le sphéroïde donné fasse partie d'une fa- 
mille naturelle de surfaces dépendant d'un paramètre a et se ré- 
duisant à une sphère pour la valeur zéro de ce paramètre. On dé- 
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veloppera en série suivant les puissances croissantes de a le rayon 
vecteur 

p = R(( -j-a/ii-i-a-/iî^-. . .), 

et Ton suivra la marche qui vient d'êlre indiquée. La seule diffé- 
rence consistera en ce que dans les formules (32) figureront 
actuellement des séries et non des polynômes en a. 

Enfin le rayon vecteur peut dépendre de plusieurs paramètres 
et devenir constant pour des valeurs nulles de tous ces paramètres: 
on le développera en série multiple. 



III. — Convergence de la série. 

Il reste à examiner les conditions de convergence de la série (38). 
Nous nous bornerons au casleplus intéressant, celui où le sphéroïde 
n'est soumis à aucune influence. Les formules de résolution (Sp) 
se réduisent alors à 



V 

eo = 



(10) i ,^ 



sino) cfio d^ 
> 

V^*2< I — COS(i>) 



Montrons d'abord, ce qui est loin d'être évident au point de 
vue analytique, que Cm est toujours fini ; il suffit de prouver que 
la parenthèse (e'^^m-h <?'| <^w-i -}-... 4- e'^^_^a^) ne devient jamais 
infinie, puisque Fintégrale 



^K ^0 /■>■(» — cosw) 



a la valeur finie /\7z. 

La relation récurrente qui lie les fonctions Cm de proche en 
proche montre que cette parenthèse est finie en même temps que 
les coefficients Om^ Or ces coefficients, définis par la relation (36), 
sont des fonctions entières, homogènes et de poids m des b et 
des c. Si Ton se rappelle les conclusions du paragraphe I, on verra 
que bm est une fonction linéaire, homogène et de poids //î, des 
quantités G|, Go, H|, Hg, /t<, /<2,que Cm est une fonction linéaire. 
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homogène et de poids m, des quantités ri ^ H,, Ho, A',, /*!, [for- 
mules (33) et (38')]. Parmi ces quantités, les seules qui pour- 
raient devenir infinies, et cela pour to = o, sont G| , Ga, Ho, //'.,. 
Nous allons faire voir qu'il n'en est rien. 

A cause de l'absence supposée de singularités, on peut, dans 
les environs du point M(p, 0, ♦}), développer n^ par la formule de 
Ta^lor 

Si le point M est sur la ligne de séparation de deux portions 
raccordées de surfaces différentes, les dérivées secondes de n au- 
ront en général des valeurs différentes de part et d'autre de cette 
ligne. 

Quand w a une valeur infiniment petite rfco, 8' et ^' ont des va- 
leurs -h rfO et '} 4- d*!f très voisines de 6 et de A. Les formules de 
transformation (22) donnent alors pour rf9 et d*l les expressions 

dd = coscp dtû. 



^ sinO 



Si donc on pose 



il viendra 



an si no an 

. d^n sinç d^n sin*9 à^n 

'■ = ^=0^'? dôi -^ "• *="'? iiiTO <>0-7Â^ + ii^O -4' 



■A 



Substituant cette valeur de n' dans les formules (33) et (33'), 011 
Ton remplacera sino) parrfto, i — cosco par — > on trouvera pour 
valeurs limites de G|, G^, Ho 

n^ 
Gi = in — r, G* = h m- — mf, 11^ = n^ -+■ u^. 

'2 

Ainsi, même pour to = o, G< , G2, 11^ demeurent finis ; mais alors 
ils deviennent indéterminés, puisqu'ils dépendent de l'angle co, 
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c'est-à-dire du chemin que suit le point M' pour se rendre au 
point M. 

Pour prouver que la quantité 

ne devient pas infinie pour lo = o, il suffit de montrer que — est 

aux environs du point M du même ordre que sino):= rfw. Cela ré- 
sulte de l'expression précédemment trouvée pour /i', qui, diffé- 
rentiée par rapport à cp, donne 



dn , du , / . dn 

— = aw — = dtsi ( — sin o —r 



coso ân\ 
sinO 0^ / 



Ainsi les coefficients (?m de la série (38) ont toujours des valeurs 
finies et, de plus, déterminées, car l'indétermination du seul élé- 
ment qui correspond à w = o ne peut influer sur les intégrales 
qui représentent ces coefficients. 

Cherchons maintenant une limite inférieure de convergence de 
la série 

(38') e — €o-h ei-{- Ci-^-. . .-+- €f„-^. . .. 

Si Ton désigne par ^\om la plus grande valeur absolue de ami 
par Co^ C|, C2', • • ., Cm, . . . une suite de quantités dont la pre- 
mière est égale à Cq et dont les autres sont déterminées par la re- 
lation 

on voit, en se reportant aux formules (4^), que Cm est une limite 
supérieure de <?,„. La convergence de la série (38') est alors en- 
traînée par celle de la série 

f* f* I* I* I* 

On peut remarquer que la série C diverge, si l'un quelconque 
des fA^m est supérieur ou égal à l'unité. En eflet, Cm est visible- 
ment une fonction entière, de poids m, homogène quant au poids, 
à coefficients tous entiers et positifs, des quantités positives «ilo. 



m 



Si p est un diviseur de m, Cm contiendra le terme CqX^ avec le 
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coefficient 4- i • On peut prendre m aussi grand qu'on veut; si ^Ay, 
est supérieur ou égal à i, Cm ne tend pas vers zéro. 

On reconnaît aisément que la série C converge si y/^,V>,w est 
constamment inférieur à un nombre plus petit que j. Cette condi- 
tion exige que le sphéroïde ne soit pas trop différent de la sphère; 
en effet, la grandeur des quantités tlv« dépend de l'cxcentricilé 
du sphéroïde, puisque a„, est une fonction homogène, de degré 

1 On On , dn' ô/i' m* n ^ i •. » • 

entier m. de n, -=-> -p» n\ — » — • Malheureusement le critérium 

de convergence suffisante qui vient d'être indiqué limite beaucoup 
plus qu'il n'est nécessaire le domaine dans lequel peut se mouvoir 
cette excentricité. 

Lorsque la série (38') n'est pas convergente, la méthode n'est 
pas applicable au sphéroïde donné; mais elle convient certaine- 
ment encore aux sphéroïdes intermédiaires, définis par l'équa- 
tion p = R(i 4- a/î), pour toutes les valeurs de a inférieures à 



IV. — Charge du sphéroïde. 

Revenons à la série 
(38) e = <?o-i- <?ia -4- e-a*-h . . .-f- e,«a"«, 

et arrétons-Ia au terme de degré m : la densité électrique est éva- 
luée avec une approximation de l'ordre m. Mais, pour déterminer 
la charge M du sphéroïde, avec la même approximation, il suffit, 
comme on va voir, d'évaluer la densité avec une approximation 
de l'ordre m — i . 

Supposons que l'on développe, suivant les puissances de a, le 
quotient 

? 

Le potentiel constant a pour valeur au centre 

' / (eo-^t*i3t-f-...-T-c,;ia'";(/oH-/ia-+-...-i-/;„a'«)sin0r/0r/tj;. 

c- 

En vertu de la première relation {4o), le potentiel V a, pour 
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tous les sphéroïdes p = R(i4-a/i), la même valeur 4'^R^O' On 
en conclul que Tégalité précédente est une identité en a; d'où, en 
égalant à zéro le coefficient de a'" dans le second membre, 

(40 / 7 (eo/m-t-e,/,„_i-i-...-4-e;„)sineû?6c?'{/ = o. 

La charge électrique a pour expression 
M= I € de = le — R(i-4-a/i) 

Mais, en vertu de la condition (40» cette expression se réduit à 



4^eo+ya,- r ' f n 



(«o/z-i -H ei/i-, -h ... 4- e,-i )s\n^d^d^\. 



La fonction e/_i du plus haut indice qui y figure est e^-n et 
non en,. 



V. — Sphéroïdes très peu différents de la sphère. 

Sphéroïdes composés. 

Supposons le sphéroïde assez peu dificrent de la sphère pour 
que les puissances de n supérieures à la première soient négli- 
geables : c'est le cas traité par Poisson. L'expression donne alors, 

y 
en y remplaçant Cq par - — rr» 

(43) M =VR ( iH- -i- r f nsinbdOdà), 

L'intégrale qui figure au second membre est proportionnelle à 
l'excès du volume du sphéroïde sur celui de la sphère de rayon R. 
On en conclul que, au degré d'approximation adopté, tous les 
sphéroïdes de même volume qui possèdent la même charge sont 
au même potentiel (*)• 

(') Voir dans la troisième Partie du Mémoire le paragraphe intitulé Sur le 
conducteur de capacité électrique minima. 



DISTRIBUTION SUR UN SPHÉROÏDE. 2g 

La série qui représente la densité électrique se réduit à ses deux 
premiers termes : 



e = cq-^ ei = 



47:R [ i^Jo Jq * /2(i — cos(o)J ' 



et, comme en vertu des relations (35) et (36) on a 



a, = 6, = 



/ an o...^ ^,.^ » 

/l COS 0) — /l -f- Sin O) I COS O —^ -\ : r r-r I 



sin'vp On\ 
sinO (>6 / 



i — costo 
il en résulte 



(44) e = - 



[n^'^ n>^' , . / an sin© dn\ H 

/ / ncosw — /i -f-sinu) coso -757-+-^— 7, tt ) • j j I 

^ I I I \ ' f)0 smO ^J^/ sm b) ^/(o ^/ç> I 

4-t/y c/o i-coso) /2(i — cosa>)J 



On résout ainsi, par une intégrale définie, le problème que 
Poisson a résolu au moyen d'un développement en série de fonc- 
tions sphériqucs. 

Lorsque le rayon vecteur du sphéroïde est, pour toutes les ré- 
gions de la surface, une même fonction des deux angles et A, 
nous dirons que le sphéroïde est simple; nous dirons qu'un sphé- 
roïde est composé s'il est formé de portions raccordées de sphé- 
roïdes simples. Le problème de l'équilibre électrique d'un sphé- 
roïde composé se simplifie lorsqu'on connaît la distribution de 
l'électricité sur chacun des sphéroïdes simples, supposés complets, 
qui composent sa surface. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que ces sphéroïdes 
simples sont au nombre de deux seulement. Soient w, /?| leurs ex- 
centricités en un quelconque de leurs points. Désignons par e la 
densité électrique en un point de la portion du premier sphéroïde 
simple conservée dans le sphéroïde composé, pour un potentiel 
égal à V; par e la densité connue au même point du premier sphé- 
roïde simple, supposé complet, pour le même potentiel; par^i, 
£i les quantités analogues à e, e pour le second sphéroïde simple. 
Je dis que l'on aura 

V r r n'—n\ sincorfw^^^ 

j ^ ~ " "^ iGtTÎR J J I — COSW y/2(l — COSW)' 

^rr ^\ — f^' sin (0 dix) do 

^*~'*"^ lV)Tri\{J J I--COSCO /2(1 — COSOi)' 



" = :! 
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la première intégrale double s'étendant à la portion conservée du 
second sphéroïde simple, et la seconde à la portion conservée 
du premier. 

Pour démontrer les formules (45), il suffit d'observer que l'ex- 
pression de la densité est 

[/»''' /»'' , . l dn sincp àn\ 

/ 1 /icosw— v-f-sintoj coso-7--f---J- -TT- 1 • ^ ^ 

I f I \ ^ dO sinO ÙK^J sincoaio^o 



— COSO) 




où la quantité v' affecte, suivant la région où se trouve le point 
(oj, cp), l'une des deux formes analytiques n', /i', . Si l'on ajoute 
et retranche l'intégrale 



ibTjRjJ I — COSO) /û^i — coso)} 



étendue à la portion supprimée du premier sphéroïde simple, l'ex- 
pression précédente s'écrira 



.ÏÎC ^T^ 



y / /ICOSUi — /l -f-Sinw( C0SO-— -+--r-^ -— ) . , , I 

^ I \ \ ' dO sm6(^<j// sinuj^fu^tp 1 

47:.yo ./o i — cosw /^(i — co7îô)J 



V r r n' — n\ sinw^ 



sinw do) do 

— > 

costo) 



la seconde intégrale s'étendant à la parlie conservée du second 
sphéroïde. On en conclut la première des formules (45). 

L'extension de ces formules au cas où les sphéroïdes compo- 
sants sont en nombre quelconque est évidente. 

VI. — Distribution de rélectricité sur un conducteur OYOlde. 

Appliquons ces résultats au conducteur ovoïde formé par deux 
demi-ellipsoïdes de révolution qui se raccordent à l'équateur. Si 
l'on prend pour origine le centre commun, pour plan des ^ l'é- 
quateur, les équations des deux ellipsoïdes, supposés très peu dif- 
férents de la sphère, sont 

(46) /i = vcos'0, ni=vicos-0, 

V, V| désignant les excentricités aux deux pôles. 
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Calculons d'abord la charge en fonction du potentiel. Soit R le 
rayon équatorial. L'équation (43) donne 

M = Vr( ih-^ Ç r*cosï6sinOe/Ot/^^-4-3~ f Ç cos^Osine^O^^ ), 

(47) M = VR(i-f-^^^^. 

Les densités électriques en deux points situés sur le même mé- 
ridien à égale distance de Téquateur sont données par les for- 
mules (4^), qui deviennent 



si Ton pose 



.211 x»7r 



si 110) dts} d^ 






(49) 






COS W ) 

(I) 



COS — - 

sin*- 



Y désignant le plus petit arc, compris entre le point (0, if) et l'é- 
quateur, du grand cercle qui passe par le point fixe (6, if) et par 
le point variable (w, cp). 

Commençons par évaluer s : c'est la densité électrique au point 
(0, if) du premier ellipsoïde, supposé complet, lorsque le poten- 
tiel est égal à V. Elle est, comme on sait, proportionnelle à la 
distance du centre au plan tangent mené par le point (6, if). Au 
degré d'approximation adopté, cette distance est égale àR(i-+-/i); 
et, si Ton appelle [x la charge, on aura, en appliquant une formule 
connue, 

£ = T—T^ = T-^-rrr (' — v)(n- /i). 

D'ailleurs, si, dans l'expression (47)? on fait V| := vet, par suite, 
M = [JL, il vient 

,x = Vr(, + ^3); 
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il en résulte 



(5<) 



1 V / -l'A , V / !2 — 3cos»e\ 

M V / '>.v,\ , V / a — 3cosî6\ 



Passons maintenant au calcul de l'intégrale double (49) i en y 
faisant 

(:)i) cosO' = cosG costo — sinO sinw coso, 

elle devient 

(52) J =(v — vj) I cos^O / Jifl^^-+-sin-0 / J,cos*«prfo — isinOcosO 1 Jjcos'fe/o 1 



si Ton pose 






(33j / J2 = 



Y 
Entre J| et J2 existe la relation 



/ cos*w cos - , 

I '>. au 

/ sin* — 

i Slll'(f) COS -- , 

I •>. r/w 

/ • t ^'^ '^ ' 

/ «m* — 

t/y -i 

/•'' . 0) 

/ sin to cosw cos — . 

, J 'À au) 

J.1 = I — • 

I .tu 1 

F sin* — 



3 



cos — 



t I H - <'tO I 
(»î) J,-hJ2=: I - — =z f— I, 

sin - 



qui permet de conclure J< de Ja- On trouve aisément 



( >5) 



l Jj = - — i sin -^ + ^ sin» -i, 
1 j a 3 ?. 

< 

I J3 = — 2 ( cos 7-^0 ^^^^ "*" 1^0 ^*"o 7 ) 



DISTRIBUTION SDR UN SPHÈKOÏDK. 33 

Transportons les valeurs (54) et (55) de J|, Jj, J3 dans l'ex- 
pression (5a) de J. Après celte substitution apparaissent certaines 
intégrales où y ne figure pas : nous pouvons évaluer celles-là: 
pour les autres, il faut exprimer cp en fonction de y. Or v est ce 

que devient 10 pourd'— - '• Cette hvpothcse, introduite dans la 

relation (5i), donne 

coso — cotO col Y 

d'où 

, 00s , 

rt^ _^ • - ih'^. 

siiiYvsin*6 — cos-y 
Finalement on trouve 



J 4 — I i cos^O 

- = 'J.T, : - O 

V Vj i 






cosY log tang -J f/v 

* 

sin*7 /sin*0 — cos*- 



2 

11 -hO 



/'2 ,û T'^ '2-^-3 0087 ^Y 

^-COS'6/ î— _ - -. — " - ■■ ^-r - ^ • 

Les deux intégrales définies qui figurent dans l'expression de J 
ne peuvent être représentées au mojen des fonctions de TAlgèbre 
élémentaire; la seconde a la forme d'une période elliptique. Le 
problème ne pourrait être achevé que par des développements en 
série que nous ne chercherons pas à effectuer. 

La formule (56) est inapplicable au pôle, où l'on a 0- -o, f-"^-* 

Mais, si l'on introduit directement ces hypothèses dans la formule 
de départ (49)? on trouve immédiatement 

8 v^>. — 1 1 . 
( 5; ) Jp = 'JiTc ^ ( V -— V, I. 

La formule (56) donnerait un résultat erroné si Ton cherchait 
à l'appliquer aux points de l'équateur; car, en ces points, l'inté- 
gration par rapport à cp doit s'étendre seulement de o à 7:, et non 
de o à 171, Si, dans l'expression (4y S on fait 

0— -, cosO'— - sinto COSC5, 

2 

G. R. II. :i 
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on trouve alors pour valeur de J à Téqualeur 




/ sin'u) cos — - 

» I = :!_(v — vi). 

/ sin' - 



(38) Je = I cos'cpc/o f — 



Aux pôles, les formules (5o) donnent 
à Téquateur, 



£ 



V / 2 , V / ;. \ 



En portant ces valeurs et celles de J,» (5^) et de Jg (58) dans les 
formules (48), on trouve : 

Densité au premier pôle : 



densité au deuxième pôle : 

V r V, 8/i — II 1 

densité à l'équaleur : 

^TcRV' 3 / 

Comme on devait s'y attendre, la densité électrique reste con- 
tinue lorsqu'on passe par l'équatcur de l'un des demi-ellipsoïdes 
à l'autre. 



■••>»■ 
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DEUXIEME PARTIE. 

LES CONDUCTEURS OUVERTS 



CHAPITRE I. 

THÉORIE GÉNÉRALE. 



I. — Équation caractéristique des conducteurs ouverts. 

Nous supposerons la surface ouverte S dépourvue de toute sin- 
gularité; telles sont la zone, la calotte sphériques. Pour éviter les 
longueurs, nous dirons que l'une de ses faces est extérieure et 
l'autre intérieure. 

Soient 

M et M' deux points de la surface S, supposée conductrice et 

chargée d'électricité; 
/• la distance de M à M', en grandeur et en direction ; 
MN| la normale extérieure; 
MNj = n la normale intérieure au point M ; 
^1, e-i les densités des couches électriques extérieure et intérieure 

au même point; 
e\^ e[^ les densités extérieure et intérieure en M' (ces densités sont 

partout finies et continues excepté sur les bords); 
Q/ un des/? points électrisés qui agissent par influence sur S ; 
gi sa charge; 
/•/ la dislance de M à Q/. 

Supposonsqu'on sache résoudre ce problème : Trouver la couche 
de densité e^ -+- e^i en équilibre sur S sous rinfluence des masses 
fixes données. C'est le problùmc ordinaire de potentiel de surface 
|)osé par Green et par Gauss. 

Il reste à répartir cette couche entre les deux faces du conduc- 
teur. On va voir que, pour faire ce départ, une quadrature suffit. 
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La surface conductrice S résulte de raplalissement indéfini 
d'un conducteur d'épaisseur très petite dont la face externe S| cl 
la face interne S^ tendent vers S comme limite commune. C'est 
sur ce conducteur mince que nous allons raisonner. 

La normale à S au point M perce S| et S2 en deux points M, 
et Mo. Dans le plan tangent à S au point M décrivons de M comme 
centre un cercle C de rayon très petit, quoique très grand par 
rapport à l'épaisseur Mi Mo ; projetons ce cercle en Ci, Co sur 

Les composantes normales de toutes les répulsions qui agissent 
au point M, intérieur au conducteur S| S2, s'entre-détruisent pour 
l'équilibre. Sans entrer dans des explications inutiles, nous voyons 
que les diverses parties du système donnent, suivant la normale 
intérieure /i, les composantes suivantes : 

Le cercle C| : 
l,e cercle Ca : 

— 27:<'j, 

le reste du conducteur: 



Je (gj -Hgj)cos(r. n ) ^ 
s 

les masses inductrices : 



'S 



cos Cr/, n) 



SCOS( i 

1 

D'où l'équation d'équilibre 



r (e|-+-^j)cos(/\ n) n cos(r/, /i) 

• 's Y * 

Olte équation, dont tout le second membre est connu en vertu 
des hypothèses, détermine la difTérence cherchée e^ — ^2. Le pro- 
blème s'achève donc par une quadrature double. 

Vax faisant e^ = o, on retrouve l'équation fonctionnelle qui ca- 
ractérise les conduc leurs formés. 

Voici les conséquences les plus immédiates de la formule (69) : 

r* Elle donne une limite supérieure de l'ordre d'infinitudc de 
la densité sur les bords. En effet, la différence Ci — (?2 doit étrc^ 
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finie, au moins à une certaine distance du contour. Pour qu'il en 
soit ainsi, il est ais(^ de voir que la condition suivante doit être 
remplie : soient M, M', Mj, trois points du conducteur situes, le 
premier à distance finie du bord, le second à distance infiniment 
petite du bord, le troisième sur le bord même au pied de la per- 
pendiculaire abaissée du second sur le contour; si Ton pose 
MM'=/', MMq=:z/o, M'M'jjrz=o, la somme e\-\-e[,^ infiniment 

iirandc en M', doit être d'un ordre inférieur à celui de ? 

To — r 

c'est-à-dire à celui de t^- On en conclut facilement que la charge 

ne peut s'accumuler en quantité finie sur le contour, bien que la 
densité y soit infinie. Tous les exemples connus prouvent que, 

près des bords, la densité est du même ordre que --• 

9-*^ Si le conducteur est convexe et soustrait à toute influence, 
la densité électrique est plus forte en tout point de la face externe 
<|u'au point correspondant de la face interne; car, en vertu de la 
convexité supposée, tous les éléments qui entrent dans l'intégrale 
de la formule (09) sont positifs. De là résulte que la charge ex- 
terne est plus grande que la charge interne. 



II. - Répartition de la charge entre les deux faces. 

Cette dernière propriété appartient à un grand nombre de con- 
<lucteurs non convexes. Imaginons une surface ouverte S, limitée 
par un contour fermé K. Soit w l'angle solide sous lequel on voit 
le contour K d'un point quelconque de l'espace. Concevons la 
surface limitée lieu des points w =:^ 9. 7: et la surface illimitée lieu 
des points w z^ o, qui se raccordent le long de K, et supposons 
que S ne coupe ni l'une ni l'autre de ces surfaces. 

La surface conductrice S peut être regardée comme la limite 
d'un conducteur extrêmement mince, dont la face extérieure S| et 
la face intérieure S2 se coupent suivant l'arête saillante K. Soient 
|jL=-erfS, u/^^e'dS deux éléments électriques correspondants 
de Si et de S2. D'après un théorème de Gauss, les sommes des 
composantes normales des répulsions exercées sur S par ces deux 
éléments ont respectivement pour valeurs uao et — \>-'{'\'^ — <*>)• 
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Quant aux éléments situés sur Tarête vive, dont Faction serait fa- 
cile à évaluer, il est inutile de s'en préoccuper, car nous venons 
de montrer que leur totalité ne représente pas une quantité finie 
d'électricité. En exprimant que les composantes normales des 
répulsions exercées sur la surface S, intérieure au conducteur 
mince, par toute l'électricité répandue sur les faces S|, S2 ont une 
somme égale à o, on a 

(60) S ^^"^ S i^'('^»^""**^)' 

I 

Désignons par m la charge externe, par m! la charge interne, 
par M la charge totale, par coi le maximum et par (1)2 le minimum 
de (i). L'égalité (60) donne lieu aux deux inégalités 

(61) /niOj>m'(î7: — Wi), mwj < m'(47: — wj ), 

d'où 

(0* ni' a>i 

Il en résulte m >> m'. On reconnaît aisément que cette conclu- 
sion s'applique a fortiori à tout conducteur S qui couperait la 
surface 10=0, sans couper la surface (0 = 27:. 

Comme première application des formules précédentes, propo- 
sons-nous de déterminer deux limites inférieure et supérieure du 

m* 

rapport ^ pour une calotte conductrice résultant de la section 

d'un ellipsoïde de révolution allongé par le plan d'un parallèle. 
Soient a l'angle du plan de base avec le plan tangent tout le long 
du contour, p le demi-angle au sommet du cône de révolution 
sous lequel le contour est vu du sommet de la calotte. Les angles 
solides correspondants sont 2a et 27r(i — cos^). Des considéra- 
tions géométriques assez simples montrent que ce sont là le maxi- 
mum et le minimum désignés par a>| et Wj. La formule (62 ) donne 
alors 

I — cosp ^ m' ^ CL 



(03) 



•2 " M ^ air 



Comme deuxième application, cherchons à construire, sur un 
contour donné K, une surface conductrice S pour laquelle le rap- 
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m 



porl — ait une valeur donnée )v, plus petite que ^. I^'équalion (60 ) 

montre qu'il suffit de prendre pour S le lieu des points d'où l'on 
voit le contour K sous l'angle constant 4'^'^- En particulier, si 
l'on veut que la charge interne soit égale à la charge externe, 
l'angle en question sera égal à 211. 

Si sur le contour K on construit, en dessus, la surface w-— ^'^^X 
et, en dessous, la surface complémentaire (o = '27î — ^Tzi^^ ces 
deux surfaces se raccordent; et, si l'on appelle ni" la charge ré- 
pandue sur la seconde, la charge totale conservant la même va- 
leur M que précédemment, on trouve, en exprimant que la somme 
des composantes normales des répulsions électriques est nulle sur 
toute surface intérieure au conducteur fermé et s'appuyant sur le 
contour K, 



m* 



d'où l'on conclut, puisque -^- ^^ A, 

(()i ) m = 

'À 

Si donc on supprime le segment inférieur et qu'on restitue la 
charge de ce segment au segment supérieur, cette charge se par- 
tage en deux parties égales entre les deux faces du segment con- 
servé. 

Cette propriété appartient à toute surface fermée percée de très 
petites ouvertures de forme quelconque et en nombre quel- 
conque p. Supposons d'abord la surface intacte. En appelant m] 
la charge portée par la Z'*^""* calotte, non encore supprimée, et w, 
l'angle sous lequel on voit celte calotte d'un point quelconque de 
la surface portant la charge (jl, on trouve, par des considérations 
analogues à celles dont nous venons de faire usage. 

p p 

1 1 

Supprimons maintenant toutes les calottes et conservons la 
même charge totale : l'élément électrique, qui était [len un point 
extérieur, devient [jl(i H- £;; à l'intérieur, de o il devient [a', et 



f\0 DISTRIBI'TION DK l'ÉLECTRICIT^ . 

Ton aura 






OU 



1 1 t 

On doit admettre que sjjl et [x' sont du même ordre de grandeur 
( pour la sphère, comme nous le verrons, on a ejx - : — a.'); il en 
résulte, lOi étant infiniment pctil, que dans Téquatioii précédente 
le second terme du deuxième membre est négligeable vis-à-vis du 
premier : 

p p 

I 1 

La comparaison entre (^).V) et (()()) donne 

/' /' 

(()7) ^ m) — - Xj '"'' ^"^' •*'• '^• 

1 1 

Les principes que nous établirons j)lus lard permettent d'affir- 
mer que la distribution électrique sur une surface percée d'ouver- 
lures très petites en nombre quelconque résulte de la superposition 
des distributions sur cette même surface percée d'une ouverture 
seulement : on a donc séparément 

m'i- 1 ,„J. 

Un peut vérilierce résultat, par un calcul direct, sur une sphère 
percée d'une petite ouverture circulaire, en prenant pour point 
de départ Texpression de la densité électrique sur la calotte sphé- 
rique donnée par Sir AN \ Thomson ('). Ou reconnaîtra de plus 
que la charge intérieure se concentre presque tout entière sur les 
bords de la petite ouverture, de sorte que le plan d^épreuve, in- 
troduit à rinlérieur de la sphère creuse, ne révélera aucune trace 
d'électricité. 



(') lU'jn'int, p. iS.V, IÎS7J. 
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III. - Conducteurs ouverts de forme sphérique. 

Disques plans. 

Revenons à Téqualion fondamentale (jp) el ap|)lit|uons-la à un 
conducleiir formé par une portion de surface sphérique limitée 
par un ou jdusieurs contours de forme quelconque. Nous nous 
dispenserons de développer les calculs, parce qu'ils sont de tout 
point semblables à ceux que nous avons effectués dans la première 
Partie (Cliap. I, § H) pour déterminer rinfluencc d'un point élec- 
Irisé sur une sphère complète. 

Soient V le potentiel du conducteur ouverl ; f le diamètre de 
la sphère dont il fait parlie; en le supposant soustrait à toute in- 
fluence, on trouve 

V 

(08) Cx — €<,— — -^' 

Donc, sur un conducteur sphérique isolé, la densité électrique 
(Ml un poinl quelconque de la face externe surpasse la densité au 
point opposé de la face interne d'une quantité constante. 

Cette propriété subsiste pour un nombre quelconque de con- 
ducleurs ouverts appartenant géométriquement à la même sphère; 
il suffit, dans la formule (08), de remplacer V par la somme SV 
de leurs potentiels : on voit que l'excès e^ — 62 est le même pour 
tous les conducteurs, quels que soient leurs potentiels respectifs ('). 

Considérons maintenant un conducteur sphérique soumis à 
l'influence d'un point électrisé de charge q^ , dont la puissance par 
rapport à la sphère de diamètre y sera désignée par/?i. L'équa- 
tion (.M)) donne 



iT.f 'nzfr\ 

L'excès ^1 — 6'2 est égal à la densité de la distribution qui serait 
induite par le point électrisé sur la sphère complète, supposée au 



(') Ce théorème, ainsi énoncé, csl inexact: la différence entre les densités ex- 
Urne el interne est bien constante pour chaque conducteur, mais elle change 
d'un conducteur à l'autre; elle est la même que si chaque conducteur étaii seul 
avec le potentiel particulier qu'il a dans le système. {Correction de rauteur.) 
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même polentiel que le conducteur ouvert. SI le point électrisé est 
situé sur la portion de la sphère laissée vide par le conducteur et 
que ce conducteur communique avec le sol (V=o), la densité 
est la même aux points en regard des deux faces. S'il y a en pré- 
sence plusieurs conducteurs appartenant à la même sphère, il suf- 
fira, dans la formule (G9), de remplacer V par SV. 

Du cas d'un conducteur sphérique on passe à celui d'un disque 
plan en faisant 

/=ac, />i=», lim^=/j,, 

hx désignant la distance du point électrisé au plan du disque. On 
obtient ainsi 

(70) ^,_-^, ^_ / , 

•.4 7:r? 



rv. — Influence de masses fixes sur les conducteurs ouverts. 
Réduction du problème de la distribution électrique. 

Nous avons signalé dans l'Introduction la difficulté presque 
toujours insurmontable du problème complet de l'équilibre élec- 
trique d'un conducteur, problème qui consiste à déterminer lu 
distribution de l'électricité pour toutes les positions possibles des 
masses inductrices. La difficulté dont nous parlons peut être no- 
tablement réduite dans le cas très étendu que voici. 

Le conducteur ouvert S est un fragment d'une surface conduc- 
trice fermée S, pour laquelle le problème de la distribution élec- 
trique a été, par hypothèse, résolu complètement. Il s'agit de 
déterminer l'influence sur S d'une masse électrique occupant dans 
l'espace une position quelconque. Nous allons montrer que cette 
influence peut être calculée au moyen d'une quadrature, quand 
on connaît seulement l'action sur le conducteur S d'un point cou- 
rant du fragment S' complémentaire de S (S -h S'= S). 

Soit en eflet e la densité connue de la distribution induite par 
les masses données en un point M de la surface fermée S, supposée 
au potentiel V. Prenons ce point M sur la région S'. On connaît 
par hypothèse la distribution induite par l'élément électrique 
— zdS' sur le conducteur S, supposé au potentiel zéro. En vertu 
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du principe de la superposition des influences, on peut en con- 
clure, par intégration, la distribution e appelée sur S parla charge 

totale — l t dS' du fragment complémentaire S'. Répandons 

maintenant sur toute la surface 2 une charge de densité -i- e. La 
région S' est ramenée à l'état neutre, et le conducteur S se trouve 
en équilibre électrique, avec la densité e -r e et le potentiel V, 
sous Faction de la masse donnée. Il ne reste plus qu'à répartir 
la couche e + s entre les deux faces, conformément à la for-' 
mule (09). 

S'il n'y a pas de masse inductrice, la méthode indiquée donne 
la distribution électrique de potentiel V en équilibre d'elle-même 
sur le conducteur S. 

Comparons maintenant la valeur des densités électriques au 
même point du conducteur complet S et du conducteur ouvert S, 
pour un même potentiel V. Sur S la densité est e ; sur S, e -f- s : 
elle est plus forte sur S que sur S. 

L'inverse a lieu pour les charges : 
Charge de S : 



charge de S : 



ÇtdZ^~ ftdS-h ftdS'; 

•Jz *^S *^S' 

Jf ( e -h e ) c^S = / tdS -r- j edS, 
s ^s «S 

Or la charge / erfS, induite sur S par la charge — / edS' ré- 

pandue sur S', est plus petite que cette dernière en valeur absolue. 
Si donc on détache un fragment d'une surface conductrice fermée 
et qu'on maintienne le fragment conservé au même potentiel, la 
charge se trouve diminuée. 



>0«u 



/./. 
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CHAPITRE IL 

SURFACES CONDUCTRICES A CONTOUR MULTIPLE. 



I. — Réduction au cas des conducteurs à contour simple. 

Nous arrivons à la réduction importante dont il a été parlé dans 
rintroductîon, et qui ramène l'équilibre électrique des surfaces 
conductrices à contour multiple à celui des surfaces à contour 
simple. Pour abréger, nous appellerons calotte toute surface ou- 
verte à contour simple, zone toute surface ouverte à double con- 
tour, que les bords soient des lignes planes ou gauches. 

Je rappelle qu'un point électrisé induit sur un conducteur au 
potentiel zéro une distribution dont la densité a partout le même 
signe; ce signe est contraire à celui de la charge du point. Ceci 
nous ])ermettra, dans ce qui va suivre, de mettre en évidence le 
signe des densités. Dorénavant, quand nous parlerons de Tin- 
lluence d'un point électrisé sur un conducteur, il sera sous-entendu 
que ce conducteur est au potentiel zéro. 

Considérons une surface fermée S divisée en trois parties : deux 
calottes C et Cet une zone B. Nous pouvons, d'ailleurs, concevoir 
d'autres divisions de la surface 2; supposons-la doublement con- 
nexe, ayant la forme d'un tore. Coupons-la par deux plans, dont 
l'un détache une calotte C, l'autre un tube courbé à double con- 
tour (y ; la partie restante B est une surface tronquée à triple 
contour. Les raisonnements subséquents s'appliquent aux frag- 
ments C, C, B, tels qu'ils viennent d'être définis. 

Supposons que l'on connaisse : i" la distribution électrique 
sur la surface S, soustraite à toute influence; a** l'influence sur la 
calotte B H-C d'un point électrisé occupant successivement toutes 
les positions possibles sur la calotte C! complémentaire de B-f-C; 
3** rinfluence sur B -f- C d'un point courant de C. De ces données 
on peut, comme on va voir, conclure la distribution électrique en 
équilibre d'ellc-niême sur la zone B. 

Soit e la densité électrique en un point de 2 pour un potentiel 
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égal à V. Répandons sur C et C une couche de densité — e. La 
couche — e répandue sur iV induit sur B -4- C une couche dont 
nous désignerons la densité ( * ) par ^4 en un point de B, et par yi 
en un poinl de C. La couche répandue sur C appelle sur B -i- C 
une distribution de densité ^\ en un point de B, y', en un poinl 
de C. Par hypothèse, on sait calculer, et cela au moyen d'une in- 
tégration, p4, Y», 3',, y'^. Distribuons enfin sur S une couche de 
densité -f-e. La superposition de ces divers états d'équilibre? 
donne le résultat suivant : la zone B est en équilibre électrique, 
avec la densité e -r- ^x-r- ^\ et le potentiel V, sous rinfluence des 
couches y, et y'i répandues sur C et sur C. 

\jne couche de densité — y'^ répandue sur C induirait sur B + {I 
une distribution pa, y^ ; une couche — yi répandue sur C indui- 
rait sur B -f- C une distribution Ji!^, y!j, que Ton sait calculer. 
Superposons ces nouveaux équilibres au précédent: la zone Best 
alors en équilibre électrique, avec la densité ^ -I- pi 4- p^ -H paH- f^j 
et le potentiel V, sous rinfluence des couches y2 et y!j répandues 
respectivement sur C et sur C. 1 

Continuons de cette manière indéfiniment. Les couches qui, 
après la n'**"* opération, restent sur C et sur C ont des densités 
v„, y)j qui tendent vers zéro, comme nous Talions prouver. 

En vertu d'une propriété bien connue, la charge — tl)i_o q"i 
réside sur C après la (/i — ly*»»© superposition, induit sur B -h C 
une charge totale B„ -i- C« plus petite que C^,_,. On a, par suite, 
les deux séries d'inégalités 



B, --C, :Ci. 


Bj ■ G, .„ Go, 




B, H- c, < c, , 


Bj-h Gj < Gi, 




î 


• ••• > 

B/i-H G,4< G„_|, 




que Ton peul écrire 






B, -f- G, < G'o, 


B j -;- G| /[ Cq, 




b; -g; ;G„ 


Bj -f- Gj .; G',, 
' ' t » 

B/t ; G/i .^ Qn-\' 




ï 

B'rt - Grt< Gfl_|, 





(') Ou plutôt la somme des densités en deux points opposés des deux faces 
externe et interne du conducteur. Cest en ce sens qu'il faut entendre le mot 
densité d^ns tout ce qui va suivre. 
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On en déduit d'abord, en supposant n pair pour fixer les idées, 

Co ^ C I ^> Cj > . . . >» G/i, 
C'o > Cl > Cj > . . . > CI, ; 

d'où Ton conclut que les différences C„ — C,i, C'j, — C'^ sont posi- 
tives et finies. On en déduit ensuite, par voie d'addition, 

(71) B,~B'i-+-B,-i-B;-f-...--B;,-f-B;<Co~C«-^C;-C;, 

ce qui montre que la série ^ (B;,H- B^,) est convergente. Il en est 

1 

oe oe 

de même a/or^/or/desdeux séries \^ B,, et \^ B^,. Donc B« et B)^ 

1 1 

tendent vers zéro. 

Remarquons maintenant que la charge — G^_, induit sur l'en- 
semble de la zone B et de la calotte G la charge totale B;j 4- C». 

Si C/2 ne tendait pas vers zéro, le conducteur continu B -i- C 
serait en équilibre électrique avec une charge différente de zéro 
sur la région C et une charge nulle sur la région B, ce qui est im- 
possible (*). 

Ce qui est vrai des charges l'est évidemment des densités ; y,/ 

et y^, tendent vers zéro; les séries \^ ^,1 et \^ p'„ sont conver- 



j^entes. 



On peut observer en passant que, si dans l'inégalité (71) on 
fait n = 00, et qu'on ajoute aux deux membres Bq, charge de la 
zone correspondant à la distribution de densité e, on aura 

(72) Bo-h Bi -+- b; -4- Bj-h b; -4- . . .< Bo-r- Co-+- C'o, 

c'est-à-dire que, pour un même potentiel V, la charge de la zone B 
est inférieure à celle de la surface fermée S dont cette zone a été 
détachée (théorème déjà démontré). 



( ' ) Car le potentiel, nul sur le conducteur B -r C ( où il est maximum ), est né- 
gatif en dehors. En passant par la région B, supposée sans charge aucune, il se 
continuerait sans discontinuité pour aucune de ses dérivées. Dès lors, si d'un 
point de B comme centre on décrit une petite sphère, la valeur du potentiel au 
centre, moyenne entre les valeurs aux divers points de la surface sphérique, se- 
rait négative. 
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De ce qui précède nous concluons que la zone Best d'elle-même 
en équilibre électrique, au potentiel V, avec la densité 

Il ne reste plus qu'à répartir la distribution trouvée entre les 
deux faces de la zone. Il sera bon de faire ce départ pour les 
couches successives que représentent les termes de la série (73). 

On peut, diaprés lés mêmes principes, déterminer l'influence 
sur la zone B d'un point électrisé de charge q situé sur l'une des 
calottes C ou C, sur C par exemple. Ce point appelle sur B -{- C 
une distribution de densilé — 6i, — C|. La couche b\ répandue 
sur C induirait sur B -{- C une couche de densité — b'^^ — c\^, La 
couche b\ répandue sur C induirait sur B 4- C une couche de 
densité — b^^ — Cg, et ainsi de suite. Un raisonnement calqué 
sur celui du cas précédent prouverait que là zone B est en équilibre 
électrique, au potentiel zéro, avec la densité 

— {bi-*- b\-^ bi-\- b\ — . . .), 

sous l'influence de la charge q concentrée au point considéré de 
la calotte C 

Si maintenant on connaît l'influence sur la surface fermée S 
d*un point électrisé situé d'une manière quelconque dans l'espace, 
on pourra, du résultat qui précède et d'un théorème démontré 
précédemment (Chap. I,§III), déduire l'influence du même point 
sur la zone B. Le problème complet de la distribution électrique 
sera résolu pour cette zone ( * ). 

Considérons enfin une surface conductrice B à /i contours; elle 
résulte d'une surface fermée S par l'ablation de n calottes C, C, 
C", . . ., C^" '^ Supposons que Ton connaisse : i" la distribution 
électrique en équilibre sur S; 2*" l'influence d'un point quelconque 
de Tune des calottes C, C, C/, . . ., C^""*^ sur le conducteur ob- 



(') Le mode de démonstration employé donnera directement le potentiel élec- 
trique de la zone B en un point quelconque de l'espace, connaissant les potentiels 
au mt^me point de la surface 2 et des calottes B 4- C, B -i- C, inlluenrêcs chacune 
par un point courant des calottes complémentaires C et C. Nous signalons ce ré- 
sultat, qui peut trouver son application dans plus d'une branche de la Physique 
mathématique. (Sote tirée d'une première rédaction. ) 
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tenu en détachant de il cette seule calotte; on pourra résoudre 1<' 
problème de l'équilibre électrique du conducteur à n contours B. 
Il n'y a pas lieu d'insister sur cette facile généralisation. 

Ainsi s'opère la réduction que nous avions en vue. \Jn contoui* 
de plus dans la surface du conducteur amène deux séries infinies 
de quadratures à effectuer. On conçoit alors combien la solution 
du problème de la distribution de l'électricité sur une zone sphé- 
rique doit être compliquée, comparée à la solution si simple que 
Sir W. Thomson a donnée du même problème pour la calotlr 
sphérique. Dans le passage de la calotte à la zone, les difficultés 
se multiplient dans la même mesure que lorsqu'on passe d'unr 
sphère unique à deux sphères électrisées. 

Nous avons vu que, pour un conducteur sphérique de diamètres /* 

au potentiel V, la différence enlre les densilés externe et interne 

V . 

est constante et égale à ; — -7; il en résulte les expressions suivantes 

de ces densités : 
Densité extérieure : 

ao 

1 

densité intérieure : 

ao 

1 

Sir W. Thomson a déterminé rinfiuence sur une calotte sphé- 
rique d'un point électrisé situé sur la calotte complémentaire. On 
peut donc aborder le problème de la distribution électrique sur 
une sphère percée d'ouvertures circulaires en nombre quelcon(|ue, 
et en particulier sur une zone proprement dite. 



f—* 
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CHAPITRE III. 



♦ . 



DISTRIBUTION DE L ELECTRICITE SUR UNE ZONE SPIIERIQUE. 



I. — Formules de résolution. 

Coupons la figure par uu plan méridien. La base supérieure de 
la zone a pour trace sur ce plan la corde AB et la base inférieure 
la corde A' B'. Soient C, (^ les pôles supérieur et inférieur des deux 
cercles de base. La zone AA'B'B est obtenue en détachant de la 
sphère les deux caloltes CAB, C'A'B'. 

Soient : 

P un point de la zone; 

Q un point de la première calotte; 

Q' un point de la seconde. 

Posons 

CA ^.a, CA =a', CP -- r, 

C'A^a, C'A'-za\ G'P'-.r', 

CQ -^q, C\)--.7', ce --./. 

Pour appliquer la théorie qui vient d'être exposée, il faul con- 
naître la densité de la distribution appelée par un élément élec- 
trique situé au point Q de la calotte CAB sur la calotte complé- 
mentaire CAB, supposée au potentiel zéro. 

Si Von appelle A Tangle des deux plans méridiens CPC, {X^{7, 
l'élément de surface au point Q a pour expression qd// rf»]^. La den- 
sité de la distribution induite par la charge élémentaire /uj c/q M 
est la même sur les deux faces de la calotte CAB, en un point 
quelconque P; elle a pour expression (si on la double, afin d'a- 
jouter les charges des deux faces) 



(74) 



I /' a- - (/^ hq (1q ri'b 



2 

QI' 



- 2 



(vo//- Thowsoiv, lieprint, p. i83; i8"'2). Si l'on remplace QP par 

4 



• 



• 



• 



G. R. — II. ' 
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sa valeur en fonction de /*, y, ^ et qu'on intègre par rapport à A 
de o à 27:, on aura la densité induite au point P par une charge 
uniforme répandue sur tout le parallèle Q, savoir 



Cela posé, une couche de densité y,» répandue sur la calotte CAB 
induira au point P de la calotte G'AB la densité 

et, au point Q' de la même calotte, une densité que Ton trouve 
facilement égale à 

Posons, pour simplifier, 

Ia* — a, a2 — q^ = x, r' — a' =^', 

a» - - a'* = a'« — a^ ^-/« — a« — a'» -^ i ; 

d'où 

r* — q^ —x-i-j'j a'* — q* — i -h x, 

r'2 — y'« = x'-r-y, a« — 7'« = i H- x', 

Ji — qi — ^'î = I _^- a: _4_ x\ 

On aura, pour résoudre le problème, les formules 



sl\ 



(79) 



(80) 



^ . _ r'' -^-ï — - - ^^"' da:' 
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auxquelles il faut adjoindre celles-ci 

(8.) Y.= -r'o = « = ^- 

Les limites des quantités x^ x\ y^ y sont données par le Ta- 
bleau : 



( o;-a? ^ a, o_:j^ 1 1, 

Dans ce qui suit, nous supposerons a et a' plus petits que l'u- 
nité, c'est-à-dire la zone plus grande que l'une et Taulre des ca- 
lottes CAB, C'A'B'. A cette condition, les développements en 
série auxquels nous allons parvenir seront convergents. 



II. — Calcul de Y'/«^-l• 

Le problème consiste à déterminer p^ct p„i ; mais il convient 
d'abord de chercher la forme des inconnues auxiliaires y^^, y/n. 
qui ne deviennent jamais infinies. Nous allons voir que ces in- 
connues sont développables en séries triples ordonnées suivant 

les puissances entières de x (ou x)^ ^/a, y/a . Ces trois quantités 
sont plus petites que i ; si nous appelons ordre d^un terme la 
somme des exposants de x^ a, a' dans ce terme, nous reconnaî- 
trons que le premier terme de y,,, est de Tordre m H- — ; c'est, à 
un facteur numérique près. 



(83) 



. m m / m 



m 
ï 



SI m est pair, 



m — 1 m -4- 1 / "* -^J 



l m-M 



A,„ =« ' a' ' y a ' a' * si m est impair. 
Posons donc 

v = « X = « X'=»o 
(84) Ym = -^^ ^'«2 2 2 *'"(''' ^' X')j:-'a>a').-, 

et cherchons si y^^, est susceptible d'une expression de la même 



52 DISTRIBUTION DE L*ÉLECTRIC1TÉ. 

forme 

(85) y'„+, - -^-. a;„„ 2 2 2 *'"^' ^'' ''• ^')^''»^«'^'' 

V — X— -0 X'-o 



m m / ffi , ni 



a* a'* y a* a'* si m est pair, 

(86) A;„^j -r A,na/a-. '. 

i m -I- 1 m -«- 1 / m-*-\ wi-t- 1 

\ a * a' * V a * a' ' si m est impair. 

Il s'agit de déterminer le coefficient numérique ^'„^^^ en fonc- 
tion de 4>,„. On peut remarquer qu'en vertu de la symétrie entre a 
et (x! on a l'égalité 

Notre analyse montrera que ^ni (v, )w V) est une fonction ration- 
nelle des arguments entiers v, )., TJ. 

Pour calculer <P^,+., revenons à la formule 

(Ho) ^w, -, I •£: . ^ v_ ^^^^^ 






Si Ton développe - - > et -—-...^- suivant les puissances 

croissantes de x\ le terme de degré / — i dans le premier déve- 
loppement et le terme de degré v — i-^-\ dans le second scroni 
respectivement 

. , ^'^ 1 . . , 1.3. ..f'2(v — n-^-i] ar'v-i'^i 

^ (i--.r)' I .'ji. . .(V — * -h i; 9V-/-H 

(.)ii a donc, en convenant que ^ : -— i pour 

' • I . 2 . . . ( V — t -T- I ) *^ 

/ = V -- I , 



V - « i = V -f- 1 



I v^ I v^ i.3...r!>.rv — «)-~ii (1-— .T)-' 



* ' v=o /. 1 



V-4-1-1 



et pour toutes les valeurs de x\ (|ui, d'après les hypothèses, soni 
comprises entre o et i, celle série est absolument convergente, 
comme les deux séries dont elle est le produit. 
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La substitution de la série (89) dans l'expression (80) donne 



^a ._ 



v=o ,yo 1 = 1 

En développant fiH-ar)~', on obtient une série absolument 
convergente entre :r =^ o et a.- = i , et dont le terme de degré/ est 

( — iV — - . --- - xJ. 

Si donc on pose 

i = ! 

en convenant que, poury = o, - — — .-:^ = i, on 

A • ^ • • • V 



aura 






^<)>) Tm-Hi = Z (" 0^^'^ / ^:^ 2l*(''•^')'^^^^'''^• 



I\ous avons supposé y;» exprimable par une série triple de la 

forme (84). Cette série se réduit, pour y^, au seul terme constant 

V 

e = -~j} en vertu de la condition (81). Les transformations que 

nous allons faire subir au second membre de l'expression (92) 
amèneront alors pour y'^ une série absolument convergente, comme 
on pourra s'en convaincre en suivant les opérations une à une. Il 
en sera de même pour yi ; la série r^ étant absolument conver- 
gente, les mêmes transformations donneront pour y'^ une série 
absolument convergente, et ainsi de suite. 

Prenons dans -^^m le terme ~ A;„^^i(/i, /, l')x^7/7l^\ et dans 

1% 

l'expression de y'^^, mettons en évidence sous le signe f le terme 

Faisons 

/i-r-y _- A-, 
d'où 

n = k—j (j — o, î,2, A) 
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le terme en x^cl^t!^' sera 

si Ton pose 

(93) x(^» ^ ^'' ^O = 2 *'"^^' ~-^' ^' ^'^ ^^'^ •^^• 

7=0 

L'inlégralion donne 

Faisons 

d'où 

l — X — k ( X: = o, I , . . . , X ) ; 

le ternie en a^a'^' sera 

k=\ 

et si Ton pose 

Ama/a — A;;^^.,, 

' A = 

on trouve fînalement, comme nous Tavons annoncé, 

V=:« ).=:• \' =.ce 

(95) fmM = „,*:n Am+. 2 2 2 *"'^' ^'' ^' ^')^''«^«'^'- 

v=o X=o X' = o 

Si, dans la formule (94), on remplace les symboles ^ et ^^ par 
leurs valeurs (91) et (gS), on aura 

*'„... (V, i, X') .-= (- ./i' 2 l'-^iry^^ 

(90) ^ A=o/=o 1=1 

i(i-^])...(i-^j — I) i.3...f2(v — i)-f-i] ('— ly 

l.i.../ I .-2. . .(V — l-Hlj 2^^^ 
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Comme y'^ se réduit à la constante e, il en résulte 

4»'o(v, X, X'}=o 
pour toutes les valeurs des arguments, sauf pour le système 

V =:= X = V = o, 

qui donne 

*'o(o, o, o) = i. 

On voit alors que ^^^., (v, X, X') est une fonction rationnelle des 
arguments entiers v, A, )/. 



III. — Calcul de p^w+i. 
Arrivons enfin au calcul de 

Dans le développement de ym» prenons le terme 

et eflTectuons la division 

(97) j „ 

11 y aura dans l'expression de p^^i trois sortes de termes de 
nature analytique différente, suivant qu'ils proviendront de 

(— i)" -3—' de 0?"-*, de (— \y-^^ y-^^^ x"-"*-'- , 

1" Termes qui proviennent de ( — i)" -^ — L'intégration 

donne 



dx 

y -^ T 






I 
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Le terme en arc lang 4 / - fournit à ^l„^i la série triple 



_V:=:« f,=: ce A'rr oo 



"a 



Quant aux termes en i/-> nous les séparerons, pour en tenir 

compte tout à l'heure, en deux catégories, dont la première com- 
prendra les termes correspondant A n := o, savoir 

(99) ^1, A,„*,„(o, X, X';a>a'V4/ ?, 

el la seconde les termes correspondant à toutes les valeurs v -t- i 
de n autres que zéro, savoir : 

'"">) ^l"^, A„,(-i)v-^>j'VaX,'V4,,„(v-Hi,X-i,X')l/j. 

2° Termes qui proviennent de x''~* . — On trouve en intégrant 

TZm-t 1 y y -2 /l -t- I 

Aux termes de cette nature il faut réunir le terme (99) corres- 
pondant à /i = o. Si Ton pose 

/' = X', n-^l ^- X, 
d'où 

/=.X — /i (n = o, I, '2, . . ., X ) 

et 

(loi) F,„(X,X') = 'y _^4>,«(n,X-/i,X'), 

n = 

on trouvera dans ^'„^^^ la série double 

X = • X'=: 00 
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3" Termes qui proviennent de ( — i)^"* «^v-»-< j^i-v-î. — L'inté- 
j;ration donne 









Aii\ termes de celle nalure il faut réunir le terme (loo) corres- 
pondant à Al = V -f- 1 (le quotient --- ne peut fournir un terme 

en ^^+* qu'à parlir de n -: v -f- 2). Si Ton pose 

(] ou 
ci 

(io3) H,;,(v,x, A )- (— i)'-^» 2;^ — l^iT/y.-"! — ' 

/--lO 

on aura dans ^'„^^.^ la série 

_ V — • X =; « X'= • 

^'"'> ^T. v'ï 2 2 2 w„,(v,x.À')r«"^«'>'- 

v=o ). -0 V=o 



IV. - Solution par les séries multiples. 

En réunissant les termes de nature diverse qui viennent d'élre 

Y 
calculés (98), (102), (io4s et en remplaçant e par sa valeur — ^> 

on trouve finalement 



>'a/P'«-=v/J2 2^"'(^'^''"'"'^' 



X=o X'=o 



(io5) / -^-arclangl/-^ 2 ^ 2^"" '^''*^'"(''' '' ^ '•^''*^'*'^' 



V = À^O ).'=rO 



V^« 2 2 2'^'"^"'^-^'>-^' '''''■• 



V- X=o X'^o 
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OÙ les symboles A;„, 4>ot, F;„, Wm ont des signifîcalions données 
par les formules (83), (96), (10 1), (io3), que nous reproduisons : 



(83) 



1m m / rn 



m 

si m est pair, 



m - - I m-i-l / tn 1 /« - 1 



V A/w — a a V 



(io;) 



a * a * SI m est impair; 
(loi) F,„(X, X')= V — ^ *,rt(/i, X-/i,X'); 

Jmmi '2/1 "t- I 
n = 

/ = X-I 

(<)(V) { it = ;=0 1 = 1 

«(/-+-! )...U*-f-y — I.3...f'2(v — f)-f-l] ( — iV 
\. ').....] I .2. . .(v — /*-r-l) 2^' 

(io6) <l>m(v, X, X') = *',;,(v, X', X), *o(v, X,X') — o, *o(o, o, o) = i. 

Les expressions de Fm, ^'w, ^m montrent que ces coefficients 
purement numériques sont des fonctions rationnelles des argu- 
ments entiers qui y figurent. La valeur de Km montre que l'ordre 
de petitesse des fonctions p, J3' va chaque fois en croissant d'une 
unité et demie. 

Reportons-nous maintenant aux expressions des densités. 

Densité extérieure : 

1 

densité intérieure : 

1 

De là résulte, pour la densité intérieure e/, l'expression 
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OÙ les symboles Si, S2, S3 désignent des séries entières par rap- 
port à leurs arguments y/a, \/cl\ y' ony. Dans ces séries, les coef- 
ficients numériques des termes des diflerenls ordres s'oblîenncnl 
par un nombre limité d'opérations rationnelles faites sur le 
nombre incommensurable ir. 

Voici les calculs de ces séries exécutés jusqu'aux termes du 
quatrième ordre inclusivement : 

OTC 57U Jtc 97:' 77: 

SJU^a^ry'-- — I-~a^-^ — a«--a«y 

(108) \ 971* 7TC t: "^ 4tt "^ 

37:« i5:r« 37r« "^ ' 



•^ 11 7c vit: 



58 2 3 ^ 

47Î -^ 371» 



En faisant a -^ o, on retrouve la loi de la distribution électrique 
sur la calotte sphérique 

(109) et = ^y^ {^y, - arc tang ^/ i-, 

C'est, aux notations près, la formule obtenue par Sir W. Thomson 
{Reprinty p. i85; 1872). 
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TROISIÈME PARTIE '\ 



ADDITIONS ET COMPLEMENTS 



CHAPITRE I. 

CONDUCTEURS FERMÉS CONVEXES 



I. ~ Distribution de Télectricité sur une surface fermée 

convexe ('). 

Considérons une surface fermée convexe o-, n'ayant qu'un plan 
tangenl en chaque point. Joignons un de ses points aux divers 
éléments rfo*' par des droites r faisant des angles <p avec la normale 
intérieure au point en question. 

Donnons-nous une fonction quelconque f y déterminée et finie 
en tout point de o* et formons la suite d'intégrales 



(0 



/i = — / =^— r- d^\ /î = — / - — z — <i^\ ••- adin/m. 



On va voir que fn tend vers la densité e de la couche élec- 
trique en équilibre d^ elle-même sur o*. 

Cette densité est déterminée, quand on fixe sa valeur en un 
point particulier, par l'équation fonctionnelle (') 



/ ^ ' r e' coso , , 

( -2 ) e — - I ~ -— -L rfcj . 



( ' ) Celte troisième Partie est formée d'une première Note, publiée par Tau- 
teur, et d'articles extraits de ses manuscrits. 

( - ) Note publiée dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CIV, 
p. i834; 1887. 

(^) Voir ci-dessus, première Partie, Chapitre I, § I. 
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Or, on peut écrire 

f 

Soient A le maximum, B le minimum du rapport -~y M la 

A -- B 

moyenne Partageons, suivant la méthode de Cari Neu- 

mann (' ), la surface o* en deux groupes de régions, Fun a corres- 
pondant aux valeurs de -- plus grandes que M, l'autre jâ aux va- 

leurs plus petites que M; s'il y a des plages pour lesquelles ~ est 

égal à M, on les attribuera indifféremment au premier ou au se- 
cond groupe. 

Gomme e a partout le même signe, -h par exemple, et que, 
0" étant convexe, cosç est toujours positif, on aura les inégalités 

- , „ r e C0S9 , , T» r ^ COS9 , , 
qui, à cause des relations A — M ^rz M — 6=:-- —, peuvent 



s'écrire 



^ ^. . recoso., A — B Tecoscp ,. 
r ^T> r ^ ^^'^^ ^ ' A — B r « coso , 



OU bien, en utilisant l'équation (a) et en désignant par 6a, 6p deux 
quantités positives dont la somme est égale à i , 

Si donc on appelle 8p la valeur de Op correspondant au maxi- 
mum A| du rapport • - et Sr^ la valeur de Oa correspondant à son 



C) Untersuchungen ùber das logarithmischc iind Ncwton'sche Potential. 
Leipzig; 1877. 
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minimum B|, on aura 

d'où, en retranchant, 

Al- Bil(A~ B) ^- ?i-"t^_«j . 

De là résulte qu'on peut assigner une quantité déterminée A, 
positive et plus petite que l'unité, telle que, si l'on désigne par A„ 

le maximum et par B,i le minimum de — -, on ait 



La difierence entre le maximum et le minimum de — tendant 

e 



A„-B„<X«(A-B). 

A 

e 

f 
vers zéro, il s'ensuit que -- tend vers une constante (*). c. q. f. d. 

Cette constante n'est pas nulle en général (elle ne l'est jamais 
quand la fonction y a partout le même signe). Le module de cette 

constante ne peut dépasser (2) la plus grande valeur absolue du 

/ 
rapport -• 

Le théorème précédent peut servir à la détermination des fonc- 
tions qui satisfont, dans l'espace, à l'équation AV = o, et qu'on 
assujettit en tous les points d'une surface convexe à diverses con- 
ditions (V ou sa dérivée suivant la normale donnée). 



(') Pour un complément nécessaire à la démonstration, voir le début du pa- 
ragraphe suivant. 

/ 
(^) Eo cfTct, si Ton appelle C la plus grande valeur de — sur la surface, on a 






Donc le module de — et a fortiori celui de ^^ sont inférieurs à C. Si c est la 

e *' e 

f f 

plus petite valeur absolue de — > on reconnaît aisément que le module de *^ est 

supérieur à c. {Note tirée d*une première rédaction.) 
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II. — Distribution de l'électricité induite sur une surface 

fermée convexe. 

Nous venons d'établir, au paragraphe précédent, que si l'on 
désigne psiv f(x,y, z) une fonction quelconque, déterminée et 
finie en tout point ni{x^yj z) d'une surface fermée et convexe <t, 
n'ayant en chaque point qu'un seul plan tangent, les intégrales 






où rfo^ représente un élémentde surface autourdu point m'(:r',j>^', 5'), 
où /• est la distance mm' et co l'angle de la droite mm' avec la nor- 
male en m, tendent, quand n augmente indéfiniment, vers la va- 
leur e qu'a au point m la densité de la couche électrique en équi- 
libre d*elie-même sur la surface o*. 

Nous avons toutefois, en vue d'abréger, admis implicitement 
que l'on a, en tout point de la surface, 



lim(/„4-i— /n) = 0. 
11 = • 

C'est ce dont il est facile de s'assurer. On a, en effet, 

en désignant par e' et f^ les valeurs de e et de/n au point m', et 
aussi 

en vertu de l'équation fonctionnelle (2). De là résulte 

f f - ^ rffn //A g^COS? , , 
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ce qui entraîne rinégalilé 



l/rt+i — /« I < e 



Jn fn 



Mais on a visiblement 



j4- •■^j<A„-B«:X«(A-B), 

I I 

ce qui prouve bien quey,,^.! — /„ tend vers zéro. 

Bien que la densité e dépende du calcul d'une infinité d'inté- 
grales f^ , f-xt " ", fn^ • • • j IcL charge totale M peut s'obtenir par 
une seule quadrature» En effet, multiplions les deux membres 
de la relation qui définit/*! {x^ y^ z) par l'élément rfo* de surface 
au point m, et intégrons sur toute la surface. Nous aurons 



j f\i^,y^z)d^= ^- f ^^ f 



r^ 



Or ;^-dv est Tangle solide sous lequel l'élément d^ est vu du 
point m' de la surface : on a donc 

rcoso , 
De là résulte, par une conséquence immédiate, 



(3) 



J fdi--^Jf,di 



I fn drs = 



Comme fn tend vers e, la valeur commune de ces intégrales 
est la charge cherchée M. Donc, la charge totale M est, en parti- 
culier, représentée par l'intégrale / f d^s. 

Supposons maintenant que le conducteur o* soit soumis à l'in- 
tluencc de charges fixes extérieures. Soit 27:/ la composante nor- 
male (comptée positivement dans le sens de la normale extérieure) 
des actions que ces charges exercent sur un point de la surface. 
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La densité électrique e en ce point est donnée (vo/r ci-dessus p. 7) 
par Téquation fonctionnelle 



(4) 



- 1 re'coso , , 
= /h / — r-^M, 



où z' est la valeur que prend e en un point m' de l'élément d^. 
On satisfait à cette équation par la série 

(5) £=/-+- /i-+-/j -.-... 4- /rt 4-..., 

comme on le voit immédiatement en se reportant à la définition 
des intégrales /^/a, . • • . 

Or fn tend vers zéro, densité de l'électricité en équilibre d'elle- 
même sur 0". On peut donc écrire 

et, en tenant compte des inégalités de la page précédente (*), par- 
ticularisées par la supposition purement algébrique e = i (pais- 
(prici e =. o), 

|/«|<(A-B)(X«H-X«+i4-...) = (A-B)-j^. 

Donc, la série (5) a ses ternies inférieurs à ceux d'une progres- 
sion géométrique décroissante et, par suite, elle est convergente. 

Quanta la charge / e rfo", elleest nulle en vertu des équations (3), 

.7 
à cause de la condition nécessaire 



/ fd7 = o. 



Si le conducteur est évidé, et si les charges inductrices sont in- 
térieures, la densité e est fournie par Téquation fonctionnelle 



(G) £=/ / —^ di'. 



OÙ / est compté positivement vers l'intérieur. On y satisfait par 
la série convergente 



(7) 






(') Dans ces inégalités, devant les signes | | , il faut lire maximum de. 
G. K. — H. 3 
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d'où résulte pour la fonction V, supposée nulle à Tinfini, Tex- 
pression 

(8) v= / ùzis d<j'^ ffîzrJidi'-^.,.. 



La charge est facile à calculer; car, en vertu des relations (3), 
on a simplement, suivant que n est pair ou impair, 

I td<7= lim / Un— ^fn+i) ^^» / ^^^ = lina / ^/a-^-idtj, 



ce qui peut s'écrire dans les deux cas 



(9) 



lim - I fn di = ' I f di = -— / ir.fdfs, 

'^J/ '^JJ ^r.J„ -^ 



On vérifie par là que la charge du conducteur est égale et de 
signe contraire à la somme des charges inductrices. 

Les résultats qui précèdent donnent la solution immédiate du 
problème suivant : Former une fonction V qui satisfasse à l'équa- 
tion AV = o dans l'espace intérieur à une surface fermée con- 
vexe 0- (dépourvue de toute singularité), qui soit continue, ainsi 
que ses dérivées premières, dans cet espace et dont la dérivée sui- 
vant la normale intérieure ait en chaque point de o- une valeur 
donnée 2 7^/. Cette fonction peut être prise égale et de signe con- 
traire au potentiel d'une couche simple, de densité e, répartie 
sur 0-, qui exercerait aux points intérieurs infiniment voisins de o- 
une action normale égale à a tî^ (comptée positivement suivant la 
normale intérieure). On aura donc 

(lo) V — const. — / - tfîj, 

£ ayant la valeur (5). 

Le problème extérieur corrélatif se résout par la même fpr- 
mule, e ayant ici la valeur (7). 

Remarque, — La solution précédente /?ro//re l'existence d'une 
fonction V assujettie aux conditions énoncées, si l'on admet la 
possibilité de l'équilibre électrique spontané, possibilité qui a été 
démontrée rigoureusement par plusieurs géomètres. 
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III. — Sur le conducteur de capacité électrique minima. 

J'ai établi (première Partie, Chapitre II, § V) que, si l'on né- 
glige le carré de rexcentricité n, tous les sphéroïdes de même vo- 
lume que la sphère, et qui ont même potentiel, possèdent la même 
charge : c'était démontrer en d'autres termes la condition néces- 
saire (mais non suffisanle) pour que la sphère soit, de tons les 
conducteurs d'égal volume, celui qui a la capacité minima. Je vais 
compléter ce résultat, en faisant voir que, parmi tous les conduc- 
teurs de même volume ou de même surface, la sphère possède 
une capacité électrique minima. 

Pour le prouver, observons que Téquation polaire de tout con- 
ducteur, 1res peu différent d'une sphère de rayon R, peut se mettre 
sous la forme 

(11) p = R(i-t-a^), 

où a désigne une constante très petite et n une fonction des deux 
coordonnées 0, A. Si Ton s'en tient aux termes du second ordre 
inclusivement, on aura, pour l'inverse du rayon vecteur, 

(12) ^ == i(i-a^H-a«/i5), 

r 

et, pour l'élément de la surface o- du sphéroïde, 

(i3) d7= R»(i-+-2a/i-+-aV)^w> 

rf(o désignant l'élément de la surface sphériquc de rayon i et/ 
une fonction de et de <i, qu'il est inutile de calculer. 

Au même degré d'approximation, la densité électrique e en un 
point dû sphéroïde (i i) s'écrira 

(i4) e = eo-î-aeiH- a'^j, 

eo étant une constante, ^i, ^2 des fonctions de 0, •}. 

Si l'on tient compte des relations (12), (i3), (i4)î le polcnliel 
au centre du sphéroïde 

^ (S r 
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s'exprimera par la formule 
V = R { iTzeo-h 0Lj(neQ-h ei) dtù -4- a* r[(/— /i*)eo-+- nci4-«î] c?a> j. 

Or j*al démontré (p. 27) que Ton a pour tous les sphéroïdes 
(i5) V = 47:Rco. 

De celte équation et de la précédente résultent les conditions 

(16) J{neo-^ ei)dti} = 0y J [{/— n^) Cq-^ nei-{- et]du} = o. 

D'autre part, l'intégrale J ndiù représente, aux termes du se- 
cond ordre près, l'excès du volume du sphéroïde sur celui de la 
sphère de rayon R, et aussi, en vertu de la formule (i3), le demi- 
excès de la surface du sphéroïde sur celle de la sphère. Par suite, 
l'hypothèse de l'équivalence en volume ou en surface de tous ces 
sphéroïdes entraîne 

(17) J n du} = o. 

La charge M = Jed7 a pour expression, en vertu des rela- 
tions (i i), (12), 



M 



= R' r4^^o-+- 3t y (2/1^0-+- ei)d(i) -+- a* / (/«o-+- '^nei -+- ei)dui ]. 



Les conditions (1 5), (16) et (17) réduisent cette expression à 

Si l'on effectue le développement de n en série de fonctions 
sphériques 

(19) 71 — Yi -4- Y, -h Yj-+- Y4 -H. . ., 

développement qui satisfait bien à la condition (17), on sait 

fil 
(Poisso>) que le rapport — s'exprime par la série 

( 20 ) — = Yj -f- 2 Y3 -i- 3 Y; -i- . . . . 
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Il en résulte 



(18)' M=.Rri + |i r(Y,^Y,-+-Y,-4-...){Yn-2Y,-i-3Y,-h...)^a>l. 

Mais, en vertu de la propriété fondamentale des fonctions sphé- 

riques, le coefficient de a^ se réduit à la quantité essentiellement 

positive 

fY\ diù H- iJy\ du) -f- 3^ YJ û^o) -H. . . . 

Par conséquent, la capacité électrique r^ est minima pour 

Yi = Yj = Y3 =...= o, 
c'est-à-dire pour la sphère. 



IV. — Distribution de l'électricité sur les faces internes d'un 
parallélépipède rectangle conducteur soumis à l'influence d'un 
point électrisé situé à son intérieur. 

Pour obtenir cette distribution, il suffit de chercher le poten- 
tiel de l'électricité des faces (supposées au potentiel zéro) et de la 
charge du point donné sur un point quelconque intérieur au pa- 
rallélépipède. Ce problème, traité pour la première fois par Rie- 
mann, peut être résolu de la manière la plus élémentaire par l'ap- 
plication pure et simple du principe des images. 

Plaçons l'origine en l'un des sommets du parallélépipède donné 
et les axes des x, y^ z suivant les directions des trois arêtes a, &, c 
issues de ce sommet. Considérons les faces internes de P comme 
réfléchissantes, et prenons toutes les images du point électrisé, de 
coordonnées a, p, y, par rapport au système de miroirs formé par 
ces faces. Soit + i la charge du point électrisé, et convenons que 
l'image directe d'un point dont la charge est -+- 1 sera affectée de 
la charge — i, et inversement. 

Si l'on construit le réseau de parallélépipèdes égaux à P, réseau 
dont les sommets ont pour coordonnées ma, nb, pc^ les images 
se grouperont autour des sommets d'ordre pair {*ima, inb^ ^P^) 
en coïncidence avec les sommets des parallélépipèdes n ayant pour 
centres ces sommets et pour dimensions 2 a, 2^, 2 y* 
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Si Ton appelle /i, r^, /'a, /•4, /'s, /e, />, rg les distances des 
images appartenant à un même parallélépipède H à un point quel- 
conque (x^y, z) intérieur à P, le potentiel du réseau des images 
sur le point (^r, y, z) est 

(21) V^. >( 1 ! 1 , 

la sommation s'étendant à tous les centres (2 ma, 2nb, ^pc) des 
parallélépipèdes II. 

C'est le potentiel cherché. En effet : 

i'' V se réduit à zéro sur l'une quelconque des faces de P; car, 
à toute image ■+- 1 correspond évidemment une image — i, symé- 
trique de la première par rapport à cette face. 

2® La série (21) est convergente. Pour le montrer, désignons 
par)^, [JL, vies cosinus directeurs de la distance rdu point (;r, y, z) 
au centre d'un parallélépipède II. Si l'on transporte l'origine au 
point (^, J^, z), les coordonnées des huit sommets de ce parallé- 
lépipède, qui doivent être affectés alternativement des charges 
4- I et — I, sont : 

(i) Xr-j-a, |i/--i-p, vr-T-7, (5) y^r-^oLy iir-f-P, vr — y, 

(a) Xr-+-a, |ir— p, vr-^-y» (6) Xr-+-a, jjl/* — p, vr — 7, 

(3) Xr — a, f^r— p» vr-r-y, (7) Xr— a, fxr— p, vr — y» 

(4) Xr — a, fir-l-p, vr-^-y, (8) Xr — a, îJL/'-^p, vr — y. 

La partie p du potentiel fournie parles huit sommets de II peut 



s'écrire 



\''i f't/ \/-i /-g/ Vrs /'s/ \f\ rj 



En posant 



aî -H p» ^- Y* = 8«, 



on a 



rJ = (Xr -f- a)2 -h (fir-i- P)*H- (vr-i- y)« 
Supposons la distance r très grande, et évaluons — jusqu'aux 
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termes du troisième ordre inclusivement, en négligeant ceux 
d'ordre supérieur : 



1 



I 1 f A a p T\ Sn ^ 

/• L \ r ^ r rj 'ir^ 2 \ /• ' /• /'/ J 

On déduit de là 

I I 2 /. a a Vv I I 2 / . a S y\ 

^-(X-H-ai--+-v-i-, = -( — X--Ha-i-H-v-i 

/'i T; /• \ r ' /• 77 /'3 /'s '^ \ r ' r rj 

/'i /'s /' \ /• ' /• rJ /'^ re r \ r ' r r 

d'où l'on conclut que v ne contient rjr//^ rf^5 termes du quatrième 
ordre A'r~^ -f-. . ., k élant une quantité variable finie. 

Considérons maintenant un parallélépipède de très grandes di- 
mensions, a^'ant pour centre l'origine et homothétique à P. A tout 
parallélépipède FI dont le centre est situé sur une de ses faces, et 
qui fournit au point (j:, y^ z) le potentiel /rr~% correspond sur 
la face opposée le centre d'un parallélépipède II' symétrique, qui 
fournit au même point le potentiel — kr''* . La somme de ces deux 
potentiels est évidemment un infiniment pelitdu cinquième ordre. 
On peut alors, à une très grande distance de l'origine, ne conser- 
ver que les parallélépipèdes II situés dans le premier angle des 
coordonnées. Leur action est évidemment du même ordre de gran- 
deur, au point (^, ^, z)^ que celle d'une matière continue de den- 
sité variable, mais finie, agissant en raison inverse de la cinquième 
puissance de la distance. Dès lors si, de l'origine comme centre, 
on décrit dans le premier angle un quart d'hémisphère de 
rayon R suffisamment grand, la somme des termes de la série (21) 
sera, à partir d'un certain rang, comparable à l'intégrale 



/•"irr* dr _ C'^ izdr __ tz 



qui tend vers zéro. Donc la série (21) est convergente, c. q. f. d. 
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CHAPITRE n. 



LES CONDUCTEURS CREUX 



On démontre, en parlant des lois de Coulomb, que l'électricité 
en équilibre réside tout entière à la surface extérieure des corps : 
la paroi d'une cavité creusée à l'intérieur d'un conducteur est 
absolument dépourvue d'électricité. Celle conséquence des lois 
de Coulomb en serait la plus éclatante confirmation, si l'on pou- 
vait la vérifier expérimentalement; mais on ne peut évidemment 
opérer que sur des conducteurs percés d'ouvertures plus ou moins 
grandes. Il importe donc de rechercher les lois générales qui ré- 
gissent la distribution électrique sur les conducteurs creux. 



I. — Répartition d'une charge électrique sur un conducteur creux. 

Pour définir avec précision ce que nous entendons \idir conduc- 
teur creuXy nous imaginerons d'abord une surface S|, limitée par 
une ligne plane K, et une seconde surface S2, intérieure à la pre- 
mière et la coupant ou se raccordant avec elle le long de la ligne K ; 
les deux surfaces peuvent couper le plan de la ligne K. en dehors, 
mais non à i* intérieur de cette ligne. Si l'espace compris entre 
S| et S2 a un volume fini et s'il est occupé par une matière con- 
ductrice, nous dirons que le corps terminé par ces deux surfaces 
est un conducteur creux ;\di surface S| sera la surface externe, 
et Sa la surface interne du conducteur. La portion du plan en- 
tourée par la ligne K sépare Tespace intérieur k chacune des sur- 
faces de Tespace qui lui est extérieur. 

Lorsque la ligne K n'est pas plane, il faut imaginer la surface 
lieu des points d'où l'on voit cette ligne K sous un angle égal 
à 2 7:. Cette surface joue un rôle analogue à celui du plan dans les 
conducteurs précédemment considérés; elle sépare l'espace in lé- 
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rieur à chacune des faces du conducteur de l'espace qui lui est 
extérieur. 

Il est à peine besoin de faire remarquer que le conducteur 
creux diffère du conducteur ouvert par son épaisseur, qui est 
finie. Un conducteur creux, dont les deux faces externe et in- 
terne S| et S2 viendraient à coïncider, serait un conducteur ou- 
vert; nous n'aurons pour traiter ce cas limite qu'à supposer le 
conducteur creux devenu infiniment mince. 

Cela posé, traçons à l'intérieur du conducteur une surface quel- 
conque S limitée par l'arête saillante K(*), et affectons chacun 
de ses points d'une charge électrique +1. Soient [jL = erfS| et 
[jL'=e'rfS2 deux éléments électriques de S| et de S2; soient co 
et w'ies angles solides sous lesquels la ligne K est vue des points [jl 
et a'. En exprimant comme plus haut (deuxième Partie, Chap. 1, 
§ II) que les composantes normales des n'pulsions exercées sur la 
surface S par toute l'électricité répandue sur les faces S< et Sa ont 
une somme égale à zéro, et remarquant que la totalité des élé- 
ments situés sur V arête vive peut être négligée, comme ne repré- 
sentant pas une quantité finie d'électricité, on arrive à l'équation 

(22) W [Aa> = V|i'(4tc — (1)'). 

Si maintenant on désigne par m la charge externe, par m' la 
charge interne, par M la charge totale, par o)|, iù\ les valeurs 
maxima de (o et de w', par 0)2, w!^ leurs valeurs minima, la rela- 
tion précédente entraînera visiblement les deux inégalités 

(23) mwj < /n'(4'K — w'i), m'(47r — C0|)</n(i)i, 
d'où résulte 



4 it — Wj m ^T. — w'i 



(') Plus exactement, par une courbe infiniment voisine de K. Par éléments 
situés sur l'arête K, nous entendons ceux de deux bandes très étroites prises le 
long du bord sur les surfaces S, et Sj, mais de largeur incomparablement plus 
grande que la distance entre la surface S et le bord mince. De la sorte, l'angle 
solide sous lequel on voit la .ligne terminale de la surface S, d'un point quel- 
conque du conducteur, pris en dehors des deux bandes, peut ôtre confondu avec 
l'angle solide sous lequel on voit de ce point le bord K de ce conducteur. 
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On a ainsi une limite inférieure et une limite supérieure du rap- 
port des deux charges. Si Ton remplace dans la seconde inégalité 
les deux angles Wj et (ù\ par l'angle plus grand 27c, on augmente 
le dernier rapport, qui devient é«;al à l'unité. On a donc toujours 
m'<imy ce qui prouve que Véleclricité se porte en majeure 
partie sur la sur/ace externe des conducteurs creux, ainsi qu'on 
Ta déjà vu pour les conducteurs ouverts. 

Si le conducteur creux devient inGniment mince, Wi et w'^ sont 
égaux, ainsi que (O2 et co!,, et il vient 





Wî . ^ ''*' ^ ^\ 




4~ — 105 ^ m "^ 4~ — ^\ 


ou encore 




{'>A)' 


wj m' 0), 
41: "^ M ^^47:' 



ce qui est la double inégalité (62) de la deuxième Partie. 



II. -— Application au conducteur sphérique creux. 

Nous prenons ici pour surfaces S, et S2 doux calottes sphé- 
riques, situées du même côté d'un plan qui les coupe toutes los 
deux suivant un cercle K, de rayon r. 

Pour étudier l'angle solide (o sous lequel un cercle est vu d^un 
point P d'une calotte sphérique qu'il termine, il suffit évidem- 
ment de couper la figure par un plan passant par un diamètre AB 
du cercle K et par son pôle D sur la calotte. Appelons 2^ l'angle 
sous lequel le diamètre AB du cercle K est vu d'un point quel- 
conque P du segment ADB. C'est l'angle au sommet du cône de 
révolution (D, AB) qui a D pour sommet et R pour base. 

Quand le point P occupe sur le segment une position intermé- 
diaire entre A et le pôle D, le cône défini par P et K est un cône 
oblique à base circulaire (P, AB), admettant pour Fun de ses 
plans de symétrie le plan PAB; les génératrices PA et PB font 
entre elles l'angle 2 3; tout plan perpendiculaire à la bissectrice 
de l'angle APB coupe le cône suivant une ellipse dont le petit axe 
est situé dans le plan PAB. Cette dernière propriété résulte de 
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considérations géométriques très simples; c'est pourquoi nous ne 
nous arrêterons pas à la démontrer. 

Quand le point P vient en A, le cône précédent se décompose 
en deux plans, savoir le plan du cercle K et le plan tangent a la 
sphère en A, plans qui font entre eux l'angle 2 {3. 

Faisons coïncider le sommet du cône de révolution (D, AB) 
avec celui d'un des cônes obliques (P, AB), ainsi que l'axe de ré- 
volution du premier avec l'axe intérieur du second ; les deux cônes 
seront bitangents, puisque les deux génératrices de section prin- 
cipale du second font un angle 2^ égal à l'ouverture du premier. 
Dans cette position, il est visible que le cône de révolution est 
intérieur au cône oblique, le diamètre de chacun de ses paral- 
lèles étant le petit axe de la section du cône oblique. Enfin, si par 
le sommet commun des deux cônes on fait passer les deux plans 
dans lesquels dégénère le cône (P, AB) quand son sommet vient 
en A, et si Ton place ces plans de façon que le recliligne de leur 
dièdre, qui est égal à 2p, vienne coïncider avec les deux côtés de 
l'angle APB, les deux cônes toucheront les deux faces de ce dièdre 
tout le long de leurs génératrices de contact et seront par consé- 
quent intérieurs au dièdre. 

11 n'y a plus qu'à couper le dièdre et les deux cônes par une 
sphère de rayon i, ayant son centre en leur sommet commun, 
pourvoir que le fuseau sphérique détaché parle dièdre a une aire 
plus grande que l'ellipse sphérique découpée par le cône oblique, 
et que cette ellipse sphérique a elle-même une aire plus grande 
que la calotte interceptée par le cône droit. Par suite, l'angle so- 
lide sous lequel le cercle K est vu d'un point P du segment est 
maximum et égal à 4^ quand P est en A; il est minimum quand P 
est en D et sa valeur est alors 

3 
2it(i — cosP) = 4^ sin* - , 

aire de la calotte interceptée sur la sphère de rajon 1 par le cône 
droit dont le demi-angle au sommet est égal à ^. 

11 serait facile d'évaluer ces valeurs maxima et minima en fonc- 
tion du rayon r du cercle R et du rayon R de la calotte sphérique, 
le sinus de 2 ^ étant égal à r : R. 

Convenons que l'angle ^ corresponde à la calotte extérieure S|, 
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et soit p' la valeur de Tangle similaire pour la calotte intérieure Sf 
La double inégalité (24) deviendra 

sin« ^ , Q 

2 
et, si le conducteur est infiniment mince (p' = P), 

(^2D)' sin* < -irr < -' 

2 M TT 

ce qui est bien d'accord avec la double inégalité (63) de la 
deuxième Partie (Chap. I, § II). En particulier, pour un conduc- 
teur hémisphérique mince, le rapport de la charge intérieure m' 

à la charge totale M est compris entre ^^ 7* 



III. — Application à la sphère mince percée d'un trou très petit. 

D'un conducteur sphérique infiniment mince, de rayon R, sup- 
posons enlevée une calotte, dont la circonférence de base K a un 
diamètre très petit AB = ir\ Comme ici co' est égal à w, la rela- 
tion générale (22) donne 

^ a>(|H-(i')= j^ 4 7T|x', 

ou bien 



o) rfM = 4 'îT m', 



(.6) / 

ce qu'on peut encore écrire 

/n'= -— / wp û?!j = — / îMpdz, 

en prenant pour élément superficiel l'aire 'iiz^dz d'une zone élé- 
mentaire Z, limitée par deux plans parallèles à celui de K; si 
nous remarquons que la densité p est sensiblement constante 

M 



4 Tz H* 
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l'expression de m' deviendra 



o) dz. 



Quanl ail très petit angle solide co sous lequel le cercle K est vu 
des divers points P de la zone Z, pour évaluer sa partie principale, 
désignons par / la distance de P à un élément d'aire ds de K et 
par z sa distance au plan de K. On aura visiblement 

, „ , cos(/, -5) ds z ds 

Gomme / se confond avec la distance u du point P au centre de K, 
et comme on a approximativement 

u^^-iKz, 
on peut écrire 

(29) W = — / ds = — — 73TTr^- 

Celte expression de (o, substituée dans la relation (27), donne 

/w' _ _r^ r"^ dz 
M - I6R-- J^ /^î^' 

parce que /* peut être remplacé par zéro dans l'intégration, et il 

vient finalement 

m' r' 
(3o) 



i\I 8 H* 



C^est à ce résultat qu'on serait arrivé en appliquant le théorème 
de la deuxième Partie (p. 39) qu'exprime l'équation 



m = — 

'2 



En effet, désignant par t Taire de la calotte enlevée, on a 



m" T 



iM 4 î: H* 
et, comme l'expression de t 



a--.2zRM I — i/ I — „^ 



V'-^ 



78 DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ. 

se réduit sensiblement à itr-, on trouve bien 

Mais le raisonnement précédent a Tavanlage d'être direct. En 
invoquant le principe de superposition énoncé à l'endroit cité 
(p. 4o), on trouve pour la charge intérieure d'une sphère percée 
de plusieurs petits trous de rayons Ti, /•2, . . . , 

^ — i '*' l Cx 

Ainsi cette charge intérieure augmente avec les dimensions et 
le nombre des trous. Elle est indépendante de leurs positions. 



CHAPITRE m. 

SUR l'intégration de i/équation ^\ = 0. 



Nous allons nous occuper de déterminer, à l'intérieur d'une 
surface, une fonction satisfaisant à l'équation de Laplace, d'abord 
par ses valeurs à la surface, ensuite par les valeurs de sa dérivée 
suivant la normale. La solution de ces problèmes repose sur 
quelques propriétés des potentiels de couches doubles, que nous 
rappellerons tout d'abord. 



I. — Potentiels de couches doubles. 

Si, sur une surface fermée t que, pour plus de simplicité, nous 
supposerons douée d'un plan tangent unique en chaque point, 

on distribue une couche double, de densité continue — ? le po- 



SUR l'intégration dk l'équation av = O. 79 

lentiel de la couche eD un point intérieur/ a pour expression 



di 



r désignant la distance du point i à Télément é/?, n la normale in- 
térieure à cet élément et dtù l'angle solide sous lequel l'élé- 
ment dv est vu du point i. Nous représenterons ce potentiel (*) 
par le symbole cp/ul. 

Ce potentiel est discontinu sur la surface o-. Soit ç[jl la valeur 
qu'il prend en un point m de cette surface; au point m,, situé 
sur la normale intérieure en m et infiniment voisin de m^ il prend 
une valeur Çi o. différente de csjjl, et l'on a 

(32) (p,îl= ^[A-r-|X. 

Au contraire, la composante f^- de la force exercée par la 
couche est continue sur la surface o-, ce qu'on exprime, avec des 
notations analogues aux précédentes, par l'égalité 

(33) /il^=/f^. 

Si l'on pose 



(34) 



ou. -- oo u = — I o ÏJ- 
. r- . . r- 2 71./ ' ' 



diUj 



çp(/l+I) jjl = ;pçp(/ï) |JL = ^ / <p^«' JJL rftO, 



• «T 



les divers potentiels ç', cp'', ... ne dépassent jamais une certaine 
limite, pourvu que la surface o* soit convexe. Soit en effet M la 
plus grande valeur absolue de [jl; on aura 



(') Pour simplifier l'écriture, nous conviendrons que les leUrcs ç, ainsi que 
les lettres/ et <{/ introduites ci-dessous, porteront sur tout ce qui les suivr<i, 
comme dans ^.{x la lettre 9^ porte sur \l. 
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et, par suile, aussi 

|(p<'»VI = M (/i = i,2,3,...). 

Mais il y a plus : les potentiels successifs ^', ^''j.-.jçf"^, ... tendent, 
lorsque n augmente indéfiniment, vers une valeur constante, 
quelle que soit la position du point m sur la surface convexe a-. 

(C. Ne U MANN.) 



II. — Détermination de V par ses valeurs à la surface. 

Une fonction V, vérifiant Téquation AV = o, est supposée 
continue ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur d'une sur- 
face fermée convexe t; en outre, elle est supposée continue sur 
la surface c, c'est-à-dire qu'on a 

V étant la valeur relative à un point m de la surface, et V| la va- 
leur relative au point /?2,, situé sur la normale intérieure en m et 
infiniment voisin de m. On demande de déterminer la valeur\ i 
de la fonction V en tout point i intérieur à fs^ connaissant sa 
valeur en tout point de la surface. 
Nous partirons de la formule de Gauss 



r3G) 




./i 



., /• \ r d\x d'3 

dn ^ ii: / du T 



Kn introduisant le potentiel do couche double ç,[jl et le poten- 
tiel i/|jL d'une couche simple de densité -^ répandue sur o-, nous 
écrirons cette formule comme suit 

' dn 

d'après la convention précédemment faite sur les symboles es et A. 
La relation (36'), appliijuée au point ^i et différenliée suivant 
la normale intérieure, donne 

dn -^ * ' ' dn 
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ou bien, eu égard aux conditions (82) et (33), 

^^' ^ dn S-' 3 • é//i 

dV 
Par la substitution de cette valeur de -r^ l'équation (36') devient 

(38) O.V, =. cp V - i>,/V -^ i ^i?^' 

Appliquons encore cette équation au point mt et différentions- 
la suivant la normale intérieure, en tenant toujours compte des 
conditions (32) et (33) et en ayant égard aux relations (34). Il 
viendra 

^ rf^r = 3-^^- 3 ?-^^-^ 3 ^ rf;r + 3 "P rfT • 

Cette dernière équation, ajoutée membre à membre avec Téqua- 
tion (37'), donne 

'^8> rf;r--3-^^-3i'P-^^^3î? rf;r- 

Substituant cette valeur de —r-' dans l'équation (38), et tenant 
compte des relations (34), on trouve 



.. V, = <? V - i ^,/v + i-, 4-,<p/v - L ^,ç'/v + 3I 4-,o 



.rfV, 
dn 



Les mêmes transformations, répétées n — i fois encore, conduisent 
à la formule 

Ho) ' 

Or l'intégrale ç<«-^'^ -j^ et, par suite aussi, ({^^©(«-^-O _i ne dé- 
passent jamais une limite finie. Donc le terme complémentaire 

'vTTï't''?^''^*^ ~T^ ^^^^ ^^^^ zéro, en sorte que V/ est exprimé par 
la série 



I • • • 



convergente à raison de la manière même dont elle a été obtenue. 
G. R. — II. 6 
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Cari Neiimann a résolu la même question par un autre déve- 
loppement. Sa mélhode repose sur la propriété des potentiels 
successifs cp', o'', o"', ... de tendre vers une limite constante, 
quelle que soit la position du point m sur la surface convexe a-. 
Nous allons utiliser cette propriété pour la solution du problème 
suivant, que Neumann n'a pas traité. 



rfV 
III. — Détermination de V par les valeurs de -j-* 

Une fonction V, vérifiant Téquation AV==o, est supposée 
continue ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur d'une sur- 
face fermée convexe <j; en outre, on suppose que sa dérivée sui- 
vant la normale y- est continue sur la surface, c'est-à-dire qu'on a 



du 



d\\ _ d\_ 
du d/i 



avec les notations précédentes. On demande de déterminer la 
valeur V/ de la fonction V en tout point i intérieur à o-, con- 
naissant -j- en tous les points de la surface. 
Nous partirons encore de la formule de Gauss 



(40 



([ue nous écrirons 




^ dW d^ 



r , i r d\ di 

dn 4^^./^ dM r 



<T 



2\, = <p,\,-.{.,-^ 



Appliquons cette formule au point /??|, en remarquant que le 
potentiel de couche simple ^J^/[jl a la même valeur <J>[jl au point m^ 
qu'au point infiniment voisin m et en ayant égard à la relation (Sa). 
Nous trouvons ainsi 

Celle valeur de V|, subslitiiée dans Téqualion (4')> donne 
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et, par une deuxième subsliluiion, 

En rt^pétant indëHnimenl la même transformation et remar- 
quant que, d'après Neumann, on a 

lim ©^"J Lt = — 
/i = • ^ 

el, par suite, 

lim Qio"»' V'i = — f^ dio = C, 

n = <e 2 ^ »/ 'i 

nous obtenons, pour exprimer V, la série 

qui est convergente, d'après la manière même dont elle a èlé ob- 
tenue, et qui contient, comme cela devait èlre, une constante ar- 
bitraire C. 

IV. — Généralisation du premier problème. 

La série (4o) s'applique à des cas bien plus étendus que celle 
de Neumann. Elle convient à des corps limités par des surfaces 
qu'une droite peut percer en quatre points : tels sont les espaces 
convexes doublement connexes comme les tores, les corps creux 
compris entre deux surfaces convexes, l'une intérieure t, l'autre 
extérieure i/. Il suffit de prouver que, dans ce cas encore, le terme 

complémentaire T^^'i/cp^""^*' ^- tend vers zéro, ou simplement 
que ^ '^f"^[jL tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 

Tout d'abord, on voit aisément que si ^ désigne la plus grande 
valeur absolue de '^u sur la surface entière t 4- t', on a, pour tout 
point de l'une de ses nappes, 






et, par suite. 
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Nous pouvons donc poser 
(43) i?|f' = X'.. 



et nous savons que le rapport ^„ ne peut pas croître indéfiniment 
avec n. Nous prouverons qu'il tend vers zéro. 

Prenons d'abord le point m sur la nappe intérieure t et conve- 
nons d'affecter les lettres '^ de l'indice t quand elles désigneront 
des valeurs de potentiels de couche double relatives aux points de 
cette nappe t. Soient A le maximum et B le minimum de o sur la 

surface entière t -h t', et soit M la moyenne Partageons la 

nappe t en deux régions, l'une a correspondant aux valeurs de y 
plus grandes que M, l'autre j3 aux valeurs de o plus petites que M ; 
partageons de même la nappe T'en deux régions analogues a'et P'. 
On a 

chaque lettre a> représentant l'intégrale derfw étendue à la région 
que désigne son indice. En vertu des relations 

liT A -H B 

(Oa H- (Oo = 4 t:, oJx' -h Wq. = 211, M = . 

l'inégalité précédente peut s'écrire 
On trouvera de même 

Prenons maintenant le point m sur la nappe extérieure t'. 
Soit 6 l'angle solide, inférieur à 27:, sous lequel la nappe t est 
vue du point /n. La courbe de contact du cône (d'ouverture 6), 
qui a pour sommet m et qui est circonscrit à t, sépare cette nappe 
en deux parties, l'une T| du côté de /?i, l'autre T2 du côté opposé 
à m. Nous partagerons la première en deux régions ai et fJ|, la 
seconde en deux régions aa et ^2? définies respectivement comme 
les régions a et p. 
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Nous aurons, pour la valeur ç^ de cp' au point m, l'expression 

(?;= - W y ? dt3i -hj cp dtù —J tp dti}j 

2^\Ja'* Jfi' Ja, A' ^«. A' ^ 

d'où résulte 

En vertu des relations 

^, A -^- B 

lOx' -t- (Op. = 27:, (Oa, -f- cop^ = (««, -H wp^ = 0, M = , 



celte inégalité prend la forme 

(46) ?;.gA-^(A-B)(±- "3-^7--^"" ) 

\2'n: 4?: / 

On trouvera de même 



(47) 



(9 ti)v -+- tua. -h tOQ \ 



Cela posé, soient A' le maximum et B' le minimum de o' sur la 
surface entière t-Ht'. Quatre cas peuvent se présenter, suivant 
que les points où cp' acquiert ces valeurs extrêmes sont tous les 
deux sur la nappe t, ou l'un sur t et l'autre sur t', ou tous les deux 
sur la nappe t'. Pour le premier cas, les inégalités (46) et (47) 
donnent, les ù majuscules désignant les valeurs des diverses fonc- 
tions 0) qui correspondent aux points considérés, 

A'SA + (A-B)(,-ïîiîï), 

B.,B-<A-B,(,-e-;3:). 

On en déduit 

A'- B'<:{X--B)U—— ^— ^^^ ^j < 2(A — B). 

Dans les trois autres cas, la comparaison des inégalités (44)) 



86 DISTRIBUTION DE l'ÉLECTRICITÊ. 

(45), (46) et (^7) conduirait à la même conclusioD. Il en résulle 

AC/i)_B("J<'2«(A — B), 

A'''^ et B^"^ représentant le maximum et le minimum de cp^^^ix sur 
la surface entière t 4- t'. Cette dernière inégalité, rapprochée de 
Téqualiou (43), donne 



ma\ 



.X„— min.y„< Qj (A — B). 



Comme y„ ne peut croître indéfiniment avec /?, il résulte de là 
que 'fn tend vers une même constante C pour tous les points de 
la surface t + t'. Posons donc 

_ (limert = limert4-^ = o). 

Or on a, quel que soit Tentier positif/?, 

et Ton voit aisément que, pour tout point de la surface t -}- t', 
on a 

71 étant une quantité du même ordre que s ou infiniment plus pe- 
tite. 11 vient donc 

ce que Ton peut écrire 

G 
G H- e,4-Hp = 3^ "^^• 

Faisons maintenant croître indéfiniment /i et/?; comme tj et 
€/i+/i tendent vers zéro, la constante C est nécessairement nulle, 
ce qui établit notre théorème. 

Le principe de cette démonstration est emprunté a la méthode 
de la moyenne arithmétique de Cari Neumann. 
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L'HYDRODYJNAMIQUE. 



I. — Intégrales complotes des équations de l'Hydrodynamique. 

Helmholtz a montré comment la vitesse (w, i^, (v) en chaque 
point d'un fluide s'exprime en fonction des rotations Ç, Tj, Ç, en se 
bornant au cas particulier où les filets tourbillonnaires n'arrivent 
pas jusqu'à la surface terminale ou ne l'atteignent que tangentiel- 
lement. Je reprends l'anal^'se de Helmholtz en m'aflranchissant 
de cette restriction. 

11 s'agit d'intégrer les quatre équations simultanées aux déri- 
vées partielles du premier ordre et du premier degré 



dw dv 
ày àz 



— 2^ 



, du Ow 

dv du ^ 

dx ôy "*' 

, ^ du dv^ ôw 

^ ^ dx Oy dz ' 

OÙ s, /t, Ç sont assujettis à la condition 

dx dy dz 

Cherchons d'abord une solution particulière z^,, v^^ «'|. Pour 
cela, appelons c/t' un élément de volume du fluide; d<j' un élément 
de la surface terminale, dont la normale intérieure n aura pour 
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cosinus directeurs a', P', y'^ ^'^y\ ^' "i^ point de rf'r' on de rfy'; 
r la distance du point (x^ y, z) au point (a:', y'^ z'). Posons 

Nous obtenons la solution particulière cherchée en prenant 

' djr dz Oz Ox ox oy 

En effet : 

I** Ces expressions satisfont visiblement à Téqualion (2); 

2° Elles satisfont, par exemple, à la première des équations (i); 
car des formules (5) on tire 

dy ôz ~ ' dx\Ox ày ôz ) 

Or on trouve sans difficulté 

A log(j7 — x' -^ r) = o 
pour tout point [x^y^z) autre que {x'^y', z')\ de là résulte 

On a, d'autre part, 

par suite 

^ "^ ^ "^ "JJ ~ J \dx' "^ J/ ^ ^W '• ~ °' 



et 
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en vertu de la condilion (3). Donc 

àwi dvi ^ 

:;— = ?-r, C. Q. F. D. 

Oy dz ^' 

Cette vériCcation suppose que les rotations sont continues. S'il 
existe pour les rotations une surface de discontinuité o",, et que 
l'on désigne par \\ — Ç,, r[\ — r,,, J^', — Ç, Taccroisseinent brusque 
de la rotation quand on passe, en traversant o"i, de la région où 
ne se trouve pas le point {x^y^ z) à la région où il se trouve, il 
faut ajouter à Texpression (4) de U, par exemple, le terme 

Ce terme disparaît si la surface de discontinuité o"| est partout 
tangente aux filets tourbillonnaires. 

En supprimant dans les formules (4) les termes relatifs à la 
surface terminale, on retombe sur la solution particulière de 
Helmholtz. 

On peut transformer les expressions (4) de U, V, W de manière 
à en éliminer les intégrales de surface. On a, en efl'et, 

La dernière intégrale est nulle eu vertu de la condition (3) ; il 
en résulte pour U, V, W les formules nouvelles 

i u = -Lrr,^>_V(r-y)^CU-^-')]f^-. 

(O V =. J- fU- !:'(^-v)-^_r(^-x')-| d,^ 



Elles conviennent également au cas des rotations continues et 
au cas des rotations discontinues. 
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La solution générale du système (i), (2) est 

09 do ào 

(6) Il = Ui-h -r-^ ç = ç,-\- rr-y iv = «;, 4- — !- , 

ox oy oz 

o étant une fonction continue, ainsi que ses dérivées, qui sa- 
tisfait dans tout le fluide à l'équation Ho = o, et que détermine 
(à une constante près) la connaissance de la composante normale 
0Lu-\- pi^ + yïp de la vitesse en chaque point de la surface ter- 
minale; les équations (6) donnent en effet 

Remarque. — Si Ton se reporte aux expressions (5) des vi- 
tesses «I, i^i, (V|, on voit qu'il faut montrer que les dérivées par- 
tielles de U, V, W ne sont pas infinies. Or on a, par exemple, 



J^=/(«T-P'V-^ir'Oï^ 



y~y_ ^cr^ 



Le dénominateur x — x'-\- r s'annule pour le point de la sur- 
face y =^', z = z'^ situé par rapport à (x, y^ z) dans la direction 
de l'axe des x. Projetons ce point sur le plan des yZy et de la 
projection P comme centre décrivons une série de petits cercles 
de rayon p (o <C p < pi)» Posons 

y — ^=.pcosO, z' — 2 = psinô. 
Nous aurons 

a 

— : ' ~ -; } rr^ {r-\- X — X) 

r -^ X — X r^— (x — X )^ ' 

Y — v' . — cosO 

On a dès lors, pour la portion de l'intégrale relative au petit 
cercle p^, 
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Dans le cercle de rajon p^ la quanlité finie 



(a'$'-t-P'r/-*-Y'C) 



r -4- x' — X 
ra' 



peut se développer suivant les puissances ascendantes de p 

(aT-^ P'V+y;') ^ -^fr ^ = c -r- p/(0) + . . ., 
c étant indépendant de 6 ety(O) étant fini. Il en résulte 



^ =.-tl f /(O)cosO^e; 



d'où l'on conclut que — n'est pas infini. 



II- — Possibilité et détermination du problème général 

de l'Hydrodynamique. 

Lemme. — Lorsqu'une fonction 'f (^,y, s), Jinie et continue 
ainsi que ses dérivées premier es, à l'inférieur d'une sur/ace S, 
et satisfaisant dans tout cet espace à l'équation Acp = o, est 
donnée en tous les points d'une surface fermée S, intérieure 
à S, elle est déterminée en tous les points compris entre S et S. 

En effet, supposons qu'il existe une autre fonction '^|, satisfai- 
sant aux conditions de l'énoncé. La différence cp i — ^ y satisfera 
aussi. Cette différence C5i — es est nulle sur toute la surface S; elle 
est donc nulle en tous les points intérieurs à S. Donc, en vertu 
d'un théorème de Gauss, elle est nulle dans tout l'espace compris 
entre S et S. Par conséquent, cpi = cp dans ce dernier espace. 

Remarque. — Au lieu de donner la fonction cp sur toute la 
surface S, on peut donner cp sur une portion de cette surface et, 
sur la portion restante, la dérivée de '^ suivant la normale. 

Théorème. — Le mouvement d'un liquide est toujours pos- 
sible et complètement déterminé lorsqu'on donne : 

\^ Les vitesses initiales {supposées continues) de tous ses 
points, en grandeur et direction; 
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2" Lps composantes normales des vitesses sur certaines par- 
ties de sa surface et la pression sur les portions restantes ; cela 
ù tout instant. 

Il suffit de montrer que, si l'on connaît les vitesses {u^v^iv) 
pour tous les poinls {x^y^z) à Tinstant /, on peut en conclure 
leurs valeurs (z^', i'', (v') pour les nouvelles positions (a:\ y', 5') des 
mômes points matériels, à l'instant infiniment voisin t'=. t -\- dtj 
et que, si Uj i', w sont continues, «', v' ^ kv' le sont aussi. 

A cet effet, rappelons les formules (6) de Tarticle précédent : 

do ào do 

(6) "-=-,,^ + «.. ••-jp-"'. »' = ,7t+«''- 

Puisque u^y i'< et (Vi sont déterminées par les formules (5) et 
qu'on suppose u^ i', (v connues à Tinstant /, on voit que les trois 
dérivées de '^ par rapport à ^,j)% z sont connues; donccp est déter- 
miné, à une fonction du temps près; mais on peut supposer cette 
fonction nulle, ce qui n'influe pas sur les valeurs des vitesses. 

Cela posé, concevons une surface S enfermant la surface termi- 
nale 2 du li({uide au temps /, et assez grande pour comprendre sa 
surface lerminale S' à l'instant t'. D'après le lemme, la fonction » 
est délerminée pour tous les points compris entre S et S, si on lui 
impose d'élre finie et continue en ces points et d'y satisfaire à 
l'équation A'^=: o. 

Supposons maintenant que le temps s'accroisse de dt et accen- 
tuons les lettres relatives au temps t' = t -{- dt. 

Les nouvelles positions des points du liquide sont données par 
les formules 

d' — X -T- udt^ y = y - s^dty z' — z:-wdt] 

on connaît donc les nouvelles distances r' des points {x'^y\ z') 
aux divers éléments de volume di\ Les nouvelles rotations sont 
données par les formules 



>, .. />àu du ^ àu\ , , 



t' = 

W ■ " • • • • 



On connaît, par conséquent, U', V, W'et //', , v\,, w\^ grâce au: 
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relations (4)el(5). f. es nouvelles vitesses 

(0) "=J5jr + "., '•'-^,7-"u "■'-=5?-"'' 

seront donc connues, si Ton parvient à déterminer :?'. 

Supposons que Ton se donne, la coniposanle normale de la 

vitesse 

M'cosa'-î- t>'cos3'-4- «v'cosy'i 

en un point de la surface 2/ du liquide au temps i'\ les angles 
a', ^', y' de la normale intérieure n' avec les axes sont connus, 
puisque Ton connaît la forme nouvelle du liquide. Des équa- 
tions (6') on déduit 

do' 

-^, = a'cosa'-^- p'cos^'-î- iv'cosy'— (m', cosa'-hi^', cos^'-i- w\ cosf'). 

Cette formule détermine la dérivée de '^' suivant la normale. 

Supposons que l'on connaisse la pression p au temps / eu un 
autre point de la surface S du liquide. Reportons-nous aux équa- 
tions générales de rifydrodjnamique, que nous écrirons 

ôx 01 ^ ^' 

Oy dt 

ô(F — p) f)iv _. , 
LJ — D( Kv ), 

Oz Ot '■ 

en désignant par F la fonction des forces, parD(;/), D(('), D((v) 
les résultats de l'opération 

d 

Il ^ ^ \ \- W .-y 

Ox Oy Oz 

effectuée respectivement sur «, c et (t*, et supposant la densité 
égale à l'unité. En tenant compte des équations (6), ou eu déduit 



3 /••'''^''' 

t ^ OtJ ' * ^ 



• Ç ' D(u)dx--D(v)dy-r-D{a')dz, 
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en négligeant une fonction du temps qui nMnflue pas sur les 
vitesses. Celte équation, dont le second membre est connu, déter- 
mine la dérivée qui figure au premier. 

Observons, d'après le iemme, que, même au cas où le liquide 
abandonne le point {^^y, ^), la fonction cp n'en a pas moins, au 

temps l\ en ce point supposé fixe, une valeur ? 4- ;tJ dt. Ce point 

{x, y^ z) venant occuper au temps t' la position connue (x', j^, :;'), 
la fonction cp prend en ce point la valeur désormais connue 

^ * \àt dx dy dzj 

Alors même que la nouvelle position (x'^y'yz') ne fait pas 
partie de l'espace primitivement occupé par le iluide, la fonction o 
n'y a pas moins, au temps /, une valeur déterminée 

ào . âo , ào , 

àx ày '^ àz 

On connaît donc, en tous les points de la surface S', soit la 

fonction cp' elle-même, soit sa dérivée -t^« D'après un théorème 

connu, la valeur de cp' est alors déterminée en tous les points du 
liquide. 

11 résulte de la démonstration que w', v^, w' sont finies et conti- 
nues, comme w, r, tv. C'est d'ailleurs ce que supposent les équa- 
tions de l'Hydrodynamique. 

Remarque, — Au lieu de donner les valeurs initiales des 
vitesses, il suffit de donner les rotations initiales et les valeurs 
initiales des composantes normales des vitesses à la surface. 



PERCUSSIONS 



ET 



EXPLOSIONS DANS LES LIQUIDES^'. 



I. — Principe général de la théorie des percussions. 

Le principe de Hamillon embrasse toute la dynamique des forces 
ordinaires. Son importance tient à la généralité de son expression 
analytique, qui permet d'écrire immédiatement en coordonnées 
quelconques les équations di (Té renti elles du mouvement d'un 
système. Il est utile de rechercher dans le cas des percussions le 
principe corrélatif de celui de Hamilton. 

Un. système matériel étant en mouvement, on peut faire varier 
brusquement les vitesses de trois manières diflerentes ; i° en éta- 
blissant de nouvelles liaisons qui ne contrarient pas les liaisons 
primitives; 2^ en agissant par percussion sur certains points; 
3*' en faisant agir simultanément ces deux causes de perturbation. 

Supposons le système rapporté à trois axes rectangulaires. 
Soient m la masse d'un point; ao, 60, Co sa vitesse primitive; 
X, Y,Z, la percussion qu'on exerce sur lui ; a, 6, c la vitesse qui 
en résulte; —u^=ao — a^ ^ç ::= bo — 6, — w ^ Co — c la vitesse 
perdue; a, p, y une vitesse virtuelle compatible avec les anciennes 
et avec les nouvelles liaisons. Le principe de d'Alembert donne 



( ' ) Ce Mémoire constitue le développement d'une Note Sur les explosions au 
sein des liquides, publiée par l'auteur en 1887 {Comptes rendus de l* Aca- 
démie des Sciences, t. GV, p. 61), et qui a été fondue dans le présent texte. 
G. R. — II. n 
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équation où ne figurent que les percussions extérieures. On peut 
l'écrire 

- ^/7i[(a-+-a)'H- (P4- p)*-t- (w-h y)*] \]/n(M*-t- v*-i- w^ ) 

■ ^ l^m{2^-^^^-^^*)^^(\oL■r-Y?-^Z^O' 
L*équ^it\on (i) définit le mouvement naturel du système après 
la percussion. On peut concevoir un mouvement contraint, 
obtenu en adjoignant aux. nouvelles liaisons d^autres liaisons 
encore, non contradictoires avec celles-ci. I.e point m prend alors* 
la vitesse a', b\ d el perd la vitesse 

— u — a^ — a\ — v' =z Ôq— (j'j — ii;'=rCo — c'. 

Diaprés cela, les liaisons étant supposées indépendantes du 
temps, on peut prendre a, p, y égaux k a^b^c et aussi à a', 6', c' . 
L'équation (i) étant linéaire et homogène par rapport aux com- 
posantes des vitesses virtuelles, on y satisfait encore en prenant 
a, p, Y égaux aux différences 

a' — a — u' — M, b' -b — r' — i\ c' — c = w' — w. 
Elle devient alors 

- ^ m ( u- ~- v^ -\- w^ ) — ^( X M -h Y i^ -r- Z «• ) 

— .' 2 ^^ i^^"'" ~ ''^''^ ^^^ ^^*"*" ^*'' ~" "^^*^ • 

Désignons par P la percussion dont les composantes sont 
X, Y, Z; par — p la vitesse /^^rc^^/e, dont les composantes sont 
— w, — p, — (r. L'équation précédente exprime que la quantitc 

est minima dans le mouvement naturel. Tel est le principe que 
nous voulions établir. Si l'on introduit les coordonnées qi de La- 
grange, que Ton désigne par T la force vive correspondant aux 
vitesses perdues, par P/ la composante de P suivant la direction 
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de q\^ la quantité à rendre minima est T — SP/Ç'). . Les qi ne 
changeant pas pendant la percussion^ on obtient immédiatement 
pour les équations du mouvement 

Fréquemment, et en particulier lorsque les données et les 
inconnues sont de nature purement cinématique, le travail 

\^P/? cos(P, /?) resle invariable lorsqu'on passe du mouvement 

naturel au mouvement contraint. Il suffit alors d'exprimer que 
la force vive correspondant aux vitesses perdues est minima. 
Voici trois cas remarquables et très généraux où ce fait se 
produit : 

1" De nouvelles liaisons sont brusquement introduites, sans 
qu'aucune percussion soit exercée : alors P = o. Exemple : choc 
«les corps libres; 

V." Certains points reçoivent des percussions propres à leur 
communiquer des vitesses données en grandeur et direction : 

p'=ip, cos(P,/?') = cos(P, />). 

Les autres points ne sont pas frappés directement. C'est dans 
ce cas, avec l'hjpothèse restrictive que le système part du repos, 
que MM. Thomson et Tait ont énoncé, dans leur Traité de Phi- 
losophie naturelle, le principe de la force vive minima; 

,V* Chacun des points frappés directement reçoit une percussion 
de direction connue, mais de grandeur inconnue, qui lui commu- 
nique une vitesse dont la composante suivant cette percussion est 
seule donnée : />cos(P,/>) =/>'cos(P,/>'). 

Les trois circonstances relatées peuvent d'ailleurs se produire 
simultanément. 

Avant d'appliquer ces principes aux liquides, nous étudierons le 
choc de deux corps libres. Prenons pour origine le point de con- 
tact, pour plan des xy le plan tangent commun, pour axe des z la 
normale commune. 

Soient — tt, — v^ — w les composantes de la vitesse perdue 
pour le premier corps, /?, q^ r celles de la rotation perdue; 
soient — i/', — p', — w', p\q', r' les composantes analogues pour 
le second corps. 
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La vitesse d'un point m{x,y, z) du premier corps est 

u -ï- qz — ry^ v -. rx - pz^ w -+- py — qx^ 

Le double de la force vive correspondant aux vitesses perdues 
par le système des deux corps de masses M et M' est 

aM (-5|^ — y\r) M -f 2M (jTiT -- Zip)v ~ -2 M iyip — Xiq) w 
\'p'^-^B'q'i-^C'r'^^'iD'q'r'-iK'r'p'-iPyq'-^M\u*-+-v'^-^ii'^) 

-t- iM'(z\q'- y\ r')u'-x i^\\x\ r' z\p)v'-\- '}M' (y\p ~ x\q')w% 



si l'on pose, pour le premier corps, 

2 m(7J- 5«) -- A, 2 myz =-. D, 
^m(z^^ X») -B, 
^m{x^-^y^) . G, 



y^ mzx — E, 
2^mxy^ F, 



N mx = Mari, 

^my^^'Slyu 
y ^ mz = Mzi 



et si Ton appelle A', B', C, D', E', F, Wx\,M'y\,M'z\ les quan- 
lités analogues pour le second corps. 

Si, d'ailleurs, on désigne par Cq, c et c^, & les composantes 
normales des vitesses au point de contact avant et après le choc, 
par e une constante, nulle dans le cas des corps mous, égale à 1 
dans le cas des corps parfaitement élastiques, on a 

d'où, en retranchant de part et d'autre Cq- - cjj, 

w — iv'= — (r-T- e)(co— cj,). 

Si l'on exprime que '2T est minimum, en tenant compte de cette 
dernière relation, on obtient, pour déterminer les douze incon- 
nues u, i', H', Pj q, r, u\ v\ (v', />', q\ z*', les douze équations du 
premier degré, 



s\p- 

Mq^ 

G/ — 



E r — F y - M «1 V - M/i w -- o, 

¥p -Dr- M Xi w-\-MzxU -- o. 

D<7 — E/?— M/jtt - MxiV = o, 

Mm-: M^i^- Mj^ir — o, 

Mp H-Mxir —Mzip = o, 

M (V -+- yiyiP — Mxiq 

w ~ w' — 



X'p'^E'r'^-F'q'- M'z 

B'q'—F'p'D'r' — Wx 

Cr'-D'q'-E'p'^M'y 

M'u'-i-M'z 

MV'-T-M'ar 
ÎA'w-+- M'y,/?'— M'x\ q'= o, 

(iH-e)(co— ci). 



v' -i-My, w' 

w'-\-M'z\ u' 

u' -:- M'X\ V' 

q'-.Wy\r* 
r' - M'z; y 



= 0, 
= o, 
= 0, 
= 0, 
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La forme de ces équations montre que les douze composantes 
(les vitesses perdues sont proportionnelles à la vitesse relative 
avant le choc (c© — c^) ; leurs rapports mutuels ne dépendent que 
de la forme et de la situation relative des deux corps. 

Lorsque les deux corps se choquent de façon que les axes prin- 
cipaux d'inertie relatifs à leurs centres de gravité constituent deux 
systèmes parallèles, deux de ces axes coïncidant avec la normale 



commune, on a 



D r^E -= F rr= Xir^^i-O. 



Les équations précédentes montrent que toutes les composantes 
des vitesses perdues sont nulles, sauf w et w'. Il n'y a de changé 
(jue les vitesses normales de translation. 



II. ' Percussions à la surface d'un fluide incompressible. 

Soient rfS un élément de la surface, qui reçoit la percussion 
normale P, n la normale intérieure. — i/, — v^ — tv les compo- 
santes suivant trois axes rectangulaires de la vitesse perdue en un 
point quelconque x, y^ z. Il faut rendre minima la somme des 
deux intégrales 



(>) 



— / P/)COS(/i,/?jrfS H- - / / hu^-^'V^ ^ w^)dx dy dz. 



On suppose la densité du fluide égale à i. L'équation d'incom- 
pressibilité 



du dv dw _ 
Ox ' ~ôy ' Oz ' 



variée, puis multipliée par un facteur indéterminé o^ fonction de 
.r, ^', -5, multipliée ensuite par dx dy dz, intégrée dans toute 
l'étendue du liquide et, enfin, ajoutée à l'équation obtenue en 
égalant à zéro la variation de (5), donne 

o— — I P o[p cos{n, p)]dS 'Il f {u^u -^v ùv -\- wow)dx dy dz 
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Celle-ci, transformée d'après les principes du calcul des varia- 
tions, devient 

o— I (cp— P) 8[/) cos(/i,/?)]rfS 

-///[("--S)''"-(-5)'''*(-SH'^*-^- 

Les deux intégrales qui y figurent doivent être séparément 
nulles. Occupons-nous d'abord de la première. En certaines ré- 
gions de la surface, la composante normale de la vitesse est donnée : 

on a pour ces régions 

ù[pcos(n,p)] = o; 

pour la portion restante, c'est la percussion P qui est donnée : on 
doit prendre cp --_ P. 

Pour que la seconde intégrale soit nulle, il faut que Ton ait 

dx oy dz 

On en conclut, à la surface, 
(7) />cos(Ai,/?) = 2?. 

Uéquation d'incompressibilité donne la condition 

Ox^ dy dz^ ' 
qui, jointe aux conditions à la surface 

®--P, ^^ =/>cos(/i,/?), 

détermine complètement cp. Les équations (6) font alors connattre 

Si Ton désigne par (o^, ti>^-, ^z les composantes de la rotation 
en un point du liquide après la percussion, par co^, co^, ci>^ ces 
mêmes composantes avant la percussion, on a, comme on sait, 

/ ON ^^ ^^ 
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et les équations (6) montrent que 

ifix = Oijci u)y — 0) J, o)- — 0)9. 

Ainsi, par reffet de percussions dans un liquide, les rotations 
ne changent ni en direction ni en grandeur. En particulier, si \c 
liquide part du repos, les percussions ne font pas naître de rota- 
tions. Ce dernier théorème est dû à MM. Thomson et Tait. 

On voit que le problème des percussions dans un liquide re- 
vient à la détermination de la fonction cp. Les vitesses perdues 
sont normales aux surfaces de niveau cp = const. Voici deux 
exemples de cette détermination, qui montrent bien Fanalogie, au 
point de vue analytique, de différents ordres de phénomènes phy- 
siques. 

I. Un liquide, en repos ou en mouvement, est limité par uno 
surface libre plane, invariable, indéfinie. Sur une portion S de 
la surface libre, on exerce une percussion uniforme P. 

Concevons que sur la surface S on ait étendu une couche ma- 

gnétique d'intensité constante --• On sait que le potentiel de 

cette couche en un point d'où l'on voit la surface S sous l'angle 

P ti) 
solide o> est — • Ce potentiel remplit bien les conditions aux- 
quelles doit satisfaire la fonction cp : il est nul à l'infini, égal à P 
eu un point quelconque de S, égal à zéro sur tout le reste de la 
surface libre. On a donc 

(X) ? = P-~- 

Si la partie ébranlée S est une bande indéfinie à bords recti- 
lignes et parallèles, les surfaces de niveau sont des portions de 
cylindres circulaires passant par les deux bords. Les lignes de 
flux sont des demi-cercles normaux à ces cylindres dont les dia- 
mètres se terminent aux points conjugués des points où le plan 
de chaque demi-cercle coupe les bords de la bande. Le dia- 
gramme, facile à imaginer, donne une idée très nette du mouve- 
ment. IjC liquide est chassé de la partie ébranlée de la surface 
vers la partie non ébranlée, qui se soulève normalement; il 
tourne autour de chaque bord avec une vitesse infinie : cette con- 
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clusion montre combien Thypollièse d'un fluide sans frottement 
est éloignée de la réalité. 

II. La surface libre S reçoit une percussion uniforme; le reste 
de la surface terminale est limité par une paroi fixe. 

Concevons que sur S on ait étendu une couche d'électricité en 
équilibre, au potentiel constant P. 11 suffit de prendre cp égal au 
potentiel de cette couche en un point quelconque, car y sera 

nul à rinfini, égal à P en tout point de S, et -^ sera nul en tout 

point de la paroi fixe. 

On sait résoudre ce problème lorsque la partie ébranlée S a la 
forme elliptique. Les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes 

(9) 1 ^7/ ! =«' 

liomofocaux à l'ellipse donnée. Les lignes de flux sont les lignes 
de courbure des hyperboloïdes liomofocaux. Le liquide est chassé 
de la partie ébranlée sous la paroi, avec une vitesse infiniment 
grande près des bords. On a 



(10; o = P 






dS 



r 



dS 



/S(a»-hS)(^«-t-S) 



III. — Explosions au sein d'un liquide ; équations générales. 

Considérons une masse liquide en repos, illimitée ou bornée 
par des surfaces libres et des parois fixes. Dans ce liquide homo- 
gène, de densité [jl, plongent ou flottent des corps solides; pour 
plus de simplicité, nous supposerons qu'il n'y en a qu'un, dont 
nous désignerons la masse par M et la surface immergée par S. 
Une sphère, de rayon infiniment petit e, éclate au sein du liquide 
avec une intensité de percussion iilwJs, uniforme en tous les 
points de sa surface <t. On demande : 

1° La vitesse (w, ^, <v,/?, y, r) imprimée au solide par l'ex- 
plosion; 

2"* La percussion [jl^ en tout point du liquide. 
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On sait que<P salisfait à l'équalion potentielle 

^itp (^j* <^»4> 

A4> = ! 1 — o 

Ox-^ 0/^ Oz^ 

et que les composantes de la vitesse en un point du (luide sont 

t)4> c?4> f>»^ 

ôx Oy Oz 

Représentons par n et N les normales extérieures à la petite 
sphère t et au solide S, par T la demi-force vive du liquide, par 
T|" celle du solide. En vertu du principe général établi au début, 
et qui contient toute la théorie des percussions, il s'agit de rendre 
minima l'expression 

Oi) 12 -. T-i-T, -+- " - / -7- fl^j. 

e J^ dn 

La demi-force vive du liquide 

a pour valeur, en vertu d'une transformation bien connue, 

2 J^ d\ 'X J^ dn 

de sorte que l'expression à rendre minima devient 

•>. . /j, rfiM -2 J^ \ £ / dn 

Ouant à la fonction 4>, nous poserons 

( ri ) 4> — o -,- <{/ 

et nous satisferons à toutes les conditions que <& doit remplir en 
assujettissant cp et A aux suivantes : 

r' Dans tout le liquide, A?p -- A^= o; a" à l'infini, cp et <}/ soni 
infiniment petits; 3° à la surface libre, <p = 'i=zo; 4° sur les 
parois fixes, les dérivées de y et de tj/ suivant la normale sont 
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nulles: o*^ à la surface du solide S, on a 

' àN =("■ 5^2— rx)cos(N,a-; -^(v -^ rx '-pz)cos(N,y) 
( -i- (w-h py — q z)co9>(^y z), 

6^ au centre d'explosion, la fonction cp et ses dérivées sont con- 
tinues; la fonction ^ est infinie comme Tinverse de la distance à 
ce centre (lim s^ = m). 

On voit que cp est la fonction introduite par Dirichlet dans son 
étude du mouvement d'un solide au sein d'un liquide et que 
(^lebsch a déterminée pour Tellipsoïde; c'est le potentiel qui don- 
nerait la vitesse du liquide, si l'on imprimait directement au solide 
la vitesse inconnue («, ^, iv, p, çr, /•). La fonction 4 est celle qui 
déterminerait la percussion, si le solide S était fixe. 

Nous allons transformer l'expression û qu'il s'agit de rendre 
minima. Occupons-nous d'abord de la seconde des intégrales qui 
y figurent et qui est relative à la petite sphère o-. Au centre d'ex- 
plosion, '1 devient infiniment grand comme mp~'. On peut donc 
écrire 

P 
les Y„ étant des fonctions sphériqucs. De là résulte 

. , m V V d^ m 

p • '^ ' dn p* 

Pour avoir les points de la petite sphère, il faut faire p -- 3, ce 
(|ui donne 

./:(^"-*)^!^'^((T^'-^-"■- ■)(-?.■■-■)""• 



Si Ton remarque que la surface totale o- de la petite sphère est 
égale à ^tzz^ et si l'on néglige les termes qui sont infiniment pe- 
tits avec e, il reste 
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f' désignant la valeur ^{x'^ y, z') que la fonclum y acquiert au 
centre d'explosion (x',^, z')\ alors û devient 

Mais on a identiquement 

ou, à cause de la condition (i5), 

de sorte que, si Ton pose 

(.0) G=.T.-^oJt«,S, 

l'expression à rendre minima devient 

La seconde parenthèse se compose de deux termes indépen- 
dants de M, Vy (V, /:;, </, r. Si on la représente par C, on aura 

Pour évaluer l'intégrale qui subsiste au second membre, nous 
appliquerons le théorème de Green aux deux fonctions ^ et <j; en 
prenant comme champ d'intégration tout l'espace occupé par le 
liquide. A raison des trois premières conditions imposées à ces 
fonctions, le théorème de Green donne simplement 

Mais, en vertu de la condition (i5), la première intégrale du 
premier membre est nulle. A l'intérieur de la petite sphère, on a 

p ^ an p^ 
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Par suite, la première intégrale du second membre est infini- 
ment petite comme e, et la seconde se réduit à 

Nous arrivons donc à la formule fondamentale ('; 

qui va nous donner six relations distinctes. Rappelons, en effet, 
que la fonction cp de Dirichlet est linéaire et homogène par rapport 
aux six indéterminées w, r, (v,/?, q^ r 

les fonctions cpi, O21 ?3) ?4i ^5j ?o satisfont, dans toul le liquide, à 
rinfini, à la surface libre et sur les parois fixes, aux mêmes condi- 
lions que cp; à la surface du corps S, leurs dérivées y^i suivant la 
normale extérieure ont respectivement pour valeurs 

/ yir- cos(N, j-), yir^jcos(\, ;;) — ^cos(N,7), j 

i '>•>.) < y» — cos ( N,^' ), yj— ^ cos( N, x) -xcosiN.z), > ('->/>/) 

{ yj= co^(S, z). y.fi" a:co5(N,j^j -jcos(N,a:). / 

A raison de Tindépendance des six arguments w, v^ iv, /?, </, r, 
la relation ( ^i) entraîne les suivantes : 

I • 's «^s 

iTT/nçi — / '}//srfS, iTr/?i?;- — / ^'/jdS. 

*^s • 's 

C.es équations montrent que la connaissance de la seule /onc- 
tion i, pour toutes les positions x\ y' ^ z' du centre d^ explosion y 
suffirait pour résoudre complètement le problème proposé y 



( ' ) Si le centre d'explosion est à la surface du solide, le second membre n^esl 
plus égal à — '\r,m^\ mais à — a-r/wç'. 
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puisque ç' sérail alors déterminée en fonction des coordonnées 
(x\y ^ z') d'un point quelconque du liquide. 

Inversement, si Ton cherche seulement la vitesse imprimée an 
solide, sans se préoccuper du mouvement du liquide, la connais- 
sance de la fonction ç dispense de déterminer «J;. Pour le montrer, 
substituons dans Texpression (>.(>) de Û Tintégrale que fait con- 
naître la formule fondamentale ( >. i ); nous arriverons à ce résultat 
très simple 

(•>.î) -û^ (9-f-4it//ifi9'- -G. 

Pour rendre minima la fonction û, égalons à zéro ses dérivées 
partielles prises par rapport aux six variables ^, r, .... r. Nous 
trouvons ainsi 

(25) '^ — = -47rmficp,, _-^_4TrmfX(p., 

Comme la fonction S est homogène et du second degré en 
£/, i% . . . , r, on a là six équations linéaires par rapport à ces six 
inconnues, qui sont ainsi déterminées, directement, sans qu'il 
soit nécessaire de connaître ^, si la fonction p est connue, qI par 
V intermédiaire des relations {'jZ) quand 'i est déterminé (*). 

Cas particulier, — Supposons qu'il n'y ait pas de corps 
immergé et que le liquide, indéfini dans tous les sens, soit 
limité par une surface libre plane. La fonction o disparaît et la 
percussion 'i, en chaque point P du liquide, peut être exprimée 
par la formule très simple 

_ //i m 

où p et Pi désignent les distances du point Pau centre d'explosion 



(') La Note des Comptes rendus, dont le présent Mémoire est le développe- 
ment, contient en outre Tindication suivante : 

(( Les parois fîxes produisent des effets de répercussion que Ton peut calculer 
à l'aide du principe des images. » 
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et au point symétrique du centre d'explosion par rapport à la sur- 
face libre. En effet, la fonction définie de cette manière satisfait 
a l'équation A'{/ == o et s^annule en tous les points de la surface 
libre, ainsi qu'à Tinfini. 

IV. — Explosion dans un liquide sous un corps flottant. 

Nous allons appliquer la théorie précédente à l'étude des explo- 
sions dans un liquide sous un corps flottant. 

Le solide S étant supposé flotter à la surface libre, horizontale, 
d'un liquide indéfini de densité [jl, la petite sphère o- éclate dans 
le liquide, avec la même intensité de percussion [km l t en tous 
les points de sa surface. On demande le mouvement imprimé.au 
corps flottant par l'explosion. 

Nous supposerons que le solide flottant admet un axe de symé- 
trie vertical, et que le centre d'explosion est situé sur cet axe, qui 
sera pris pour axe des z. Le mouvement imprimé au corps solide 
se réduit nécessairement à une translation verticale dont nous 
représenterons la vitesse par iv. Par suite, la fonction de Dirichlet 
et la demi-force vive du solide ont respectivement pour expres- 
sion 

(p3 étant le potentiel des vitesses qui correspondrait à une transla- 
tion uniforme du corps S au sein d*un fluide, indéfini dans tous 
les sens, la translation ayant lieu parallèlement à Taxe des ;; avec 
une vitesse égale à l'unité. 
La fonction G se réduit à 



^' rfs^ ^ . 



On a donc 






et, en vertu de l'une des équations (aS), 



(!i6) w 
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Le problème est ramené à la détermination de la fonction (p3. 

On peut mettre w sous une forme un peu différente, en intro- 
duisant la projection ds de l'élément dS sur le plan horizontal 
<|ui termine le liquide. On a, en effet, 

ds = cos(N, z)dS. 

Or, en vertu de Tune des équations ('îa), on a aussi 

de là résulte 



.^7 = COS ( N , 5 K 

dN 



- •- ^S = dSf 
d'où Texpression nouvelle de w 

(.7) "- r ^^'m - 

L'intégration s'étend à toute l'aire s de la section déterminer 
dans le corps flottant par le plan de sa ligne de flottaison. 

Remarque, — On pourrait arriver directement à l'expression 
de iv, en égalant la quantité de mouvement acquise par le solide, 
dont la masse est M, à la résultante des percussions éprouvées par 
sa surface. L'intensité de la percussion étant 

on a immédiatement l'égalité 

M w --. |x w j 03COS (N, z) d^ -h [Ji I ^ cos {NjZ)dS 

qui, en vertu de l'une des relations ( aa), peut s'écrire 



.,=,..fy^,s^,fy^as. 



On en déduit 

s ^ 



f^A^ds-'^ 
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Or, en appliquant le théorème de Green aux deux fonctions 
potentielles cp et «j/p nous avons obtenu la relation fondamentale (21), 
qui devient ici 

donc les valeurs (26) et (28) ne sont pas distinctes. 



V. — Application à Tellipsoïde flottant. 

Soit un ellipsoïde ayant pour ligne de flottaison Tellipse princi- 
pale de demi-axes a et 6; le demi-axe cest vertical. La fonction cp3 , 
qui a été déterminée par Clebsch, a pour expression 

rrhrz /** dX 

liq) ©5 = -p^ I , — -y 

^ — ^J^ (c2-hX)/(^*^i-X)(^>«-hX)(c«-f-X) 

la fonction o) et la constante C étant définies par les relations 

(3o) — ^ y/- h-; =1, 

^ a^-^tii 6^-+-(o c^-hoi 
(3i) C = aôc / r= 

En faisant o) --^ o, on obtient la valeur de '^3 sur la surface 

Cz 

d'où résulte 

,^., ^ /• , C r . C iT.abc 



/'?»''* =-r--cX^* = -r--G 



Au centre d'explosion (^ = o, y = o, z^= A), on a 

iv = A* — c* ; 
par suite, la valeur de cpj en ce point est 

, _ xabch r f[X 
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que le changement de variables X = ^^ — c- permet d'écrire ainsi : 

labch /** d( 



(34) ?3 = - 



J, ^V(«* 



2 — ^ J^ r-s/(a^—c^^t*)(b^—ci-^t^) 



D'ailleurs, la masse M de l'ellipsoïde flottant est égale à la 
masse '^TzabciL du fluide déplacé. Toutes ces valeurs, substituées 
dans la formule générale (iS;), donnent 

(35) w = 6mh 1 _ 

Ainsi, la vitesse avec laquelle l'ellipsoïde est projeté en l'air ne 
dépend que du coefficient de percussion m, de la profondeur h 
du centre d'explosion et des difl'érences a^ — c"^, b^ — c^, c'est- 
à-dire que, m et h une fois données, elle est la même pour tous 
les ellipsoïdes homo/ocaux. 

II va sans dire, d'ailleurs, que l'ellipsoïde peut être coupé au- 
dessus de la ligne de flottaison et creusé en forme de navire, de 
sorte que la question qui vient d'être résolue est un cas particu- 
lier du problème des torpilles sous-marines. 

Ajoutons que la quadrature qui fait connaître w s'effectue aisé- 
ment quand rellipsoïde est de révolution, ovaire ou planétaire. 



VI. — Solution complète pour la sphère à demi immergée. 
Dans le cas de la sphère (a'^=:b'^=zc''), la formule (35) devient 



(36) i^ = 6mhj Y^^lTt 



Donc, quand une torpille éclate sous une sphère en repos y 
Cl demi immergée, en un point de la verticale de son centre, 
la vitesse avec laquelle la sphère est soulevée est indépen- 
dante de son rayon; elle est inversement proportionnelle au 
carré de la profondeur du centre d'explosion, 

La fonction cp3 prend, dans le cas de la sphère, une forme très 
simple. En eflet, la constante C est alors égale à | et, si l'on dé- 
signe par / la distance d'un point du fluide au centre de la sphère 
G. R. — II. 8 
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flottante, la limite inférieure o) de l'intégrale (29) dont dépend cps 
est égale à /* — a*-*, ce qui donne 



(3;) cp^r.- / _=_-_.-. 



# 2/2 



De ce résultat et de la formule (36) on déduit 



(38) <p = wîPj 



hÛ^ 



Telle est, pour la sphère flottante, l'expression de la fonction 
de Dîrichlet. 

Quant à la fonction ^, qui est unique, nous pouvons lui donner 
la forme 

OÙ x,yj z sont les coordonnées d'un point de l'espace, rapportées 
à trois axes rectangulaires passant par le centre O de la sphère flot- 
tante (Oz étant vertical et dirigé vers le bas). De la sorte ^ sera 
nul à la surface libre 5 = o. Il restera à déterminer une fonction 
potentielle ^o(^»J^) ^)î entière en dehors de la sphère, qui soit 
nulle à lUnJini comme r inverse de la distance à l'origine, in- 
finie au centre d'explosion comme /wp~*, et telle que sur toute 

la sphère on ait -—? = o. 

Voici comment on peut former une fonction ^0 satisfaisant à 
ces diverses conditions. Désignons par p, / et p' les distances 
d'un point quelconque P(^, y, z) du liquide au centre d'explo- 
sion A{x ^--Y r= o, x; = /i), au centre O de la sphère et au con- 
jugué \!{x ~.^y -.z^o^ z^=z h') du centre d'explosion par rapport 
à la sphère. Les coordonnées h et h' sont liées par l'équation 
hh' -= a*. Cela étant, nous poserons 

et il faudra d'abord que l'on ait à la surface de la sphère 

^ _ _ d \_ 
dN ~ d?i p' 

Or, le point P étant maintenant sur la sphère, si l'on désigne para 
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l'angle de OP avec AP, et par a' celui de OP avec A'P, on aura 

d i * *^P __ cosa ^ ' __ ^ ^P' __ cosa' 

5Np'^~P«5N"" p«~ ' ^N p^ "" "" ^ 5N "" p'ï" ' 

«î _H 0» — /t« , «î H- p'« — A'« 

cosa = ■ f cosa = ■ -, • 

2 a p 2 a p 

Mais la relation entre h et h' entraîne la similitude des triangles 
POA, POA' et les égalités 

p _ A _ a 

Si Ton fait usage de ces dernières pour exprimer A et p en fonc- 
tion de A' et p', on trouve aisément 



rfN " 5"N p" "^ a \d^ p' "^ ap7 



ce qui conduit à poser 



a \p / aN ap 



On est ainsi ramené à déterminer une fonction potentielle 
U(ar,^, z) entière en dehors de la sphère, qui soit nulle à l^ in- 
fini comme l'inverse de la distance à l^ origine, et telle que sur 

toute la sphère on ait -jrr = — -r 
^ dy ap 

Voici comment on y arrive. Désignons par y Pangle de OPavec 
la verticale : nous aurons 



p' //« — a^'/cosY-i-A'» ,, /' h' /f«' 

ou, en développant suivant les puissances de j» 

p' = 7'^-^*7>"^^*7^ ■^' •' 

les coefficients X« étant les polynômes de Legendre où la va- 
riable X est remplacée par cosv. 

On peut, d'autre part, développer la fonction cherchée U de la 
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manière suivante : 



U = 7i+Y,^' + Y,^*-^.... 



ce qui donnera 



Or nous voulons qu'à la surface de la sphère, c'est-à-dire pour 
1 = a, celte dérivée soit égale à l'inverse de ap', ce qui conduit à 
écrire 

En vertu de propositions connues, on conclut de là 

— Yo=i, — 2Y1 = Xj, — 3Yî = Xj, ..., 
et par suite aussi 

'0/ "7^"^-^* 75 -+-^^« /T"^ 77* 

En conséquence, la fonction cherchée U a pour expression 



v= f'^= r ~- 






L^ntégration est immédiate et donne 



I , h'— Icosy -h \/h'^ — '?Jh' cosy -h l^ 1 , p' — z -^ h' 
U = — 77 log ^— ^ 7 ' = — r7 ïog ^— . 

De là, remontant aux expressions de V et de ^0, on déduit 

^,(a-,r.^) =-(- + -, -log '' /-^ ;• 

Si Ton change 5 en — w, la distance p se transforme dans (a dis- 
tance pi du point P au symétrique Af du centre d^explosion par 
rapport à la surface libre, et p' est remplacé par la distance p, 
du point P au conjugué de Af par rapport à la sphère. Avec ces 
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notations, on trouve 

a \pi pi l-\- z f 

cl, par suite, 

Telle est l'expression de ^; il suffit de l'ajouter à celle de o 
fournie par l'équation (38) pour avoir le potentiel des vitesses, ce 
qui achève la solution. 



VII. — Solution complète pour le disque circulaire. 

Supposons d'abord le disque elliptique. Il faut faire c = o dans 
les formules (29) et (35), ce qui exige, pour la première, que Ton 

cherche ce que devient le rapport — __ .- lorsque c tend vers zéro. 

A cet effet, faisons dans la formule (3i) le changement de va- 
riable }<= t^ — c^ déjà employé. Il viendra 

Q = iabcl — , 

Je '* v(«* — C* -H />)(6«— C«-i- t^) 

Intégrons par parties'; nous aurons 



C = labc 






On déduit immédiatement de là 



(39) hm =iab I ^ — 3- 

'*-'' ^ Jo {a^^t^y{b^-\-t^y 

Pour obtenir sv et ^3 quand le disque est circulaire, il suffit 
d'introduire les hypothèses b = a^ c = o dans les formules du 
paragraphe précédent relatives à l'ellipsoïde. On trouve immédia- 
tement 

(ij) w=z6mhl -TT— ï ïT = — ï- ( I arctang-r)' 
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Afin de voir ce que devient l'expression de Çs, nous ferons usage 
de la relation (89), qui, particularisée par l'hypothèse 6 = a, donne 

a — G . ^ r* dt 



«•=0 c ^ / (a^-T-^*;* a 



Par suite, la formule (p.9) devient 



a3 3 /*"- 
?3 = ; — — - y 



X)Xv/X 



co étant la racine positive (ou nulle) de l'équation 



= I. 



Si l'on fait X = /^, l'expression de cp^ devient 

la^z C dt iz f a a \ 

ce que l'on peut, en posant o) = a^T^, écrire 
(29) ®'^ "^ (arctang- — - )» 

T étant la racine positive (ou nulle) de l'équation 

Pour connaître la percussion 

en tout point du liquide, il ne reste plus qu'à déterminer ^. 

D'après les conditions qui lui sont imposées, ^ est le potentiel 
des actions qu'exerce sur un point de l'espace le système formé 
par un plan conducteur indéfini, percé d'une ouverture circulaire 
de rayon a, au potentiel zéro, et par deux masses égales m placées 
symétriquement sur l'axe de figure, aux distances — A et -|- A'du 
plan. M. Beltrami a donné sous forme explicite le potentiel d^un 
disque de rayon a, influencé par une masse m\ placée à la dis- 
tance A' sur l'axe de figure. D'après son résultat, s'il y a deux 
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masses symétriques m\ aux dislances — h' et ,- h\ le potentiel 
du disque an point P', dont deux des coordonnées sphériques sont 
p' et 6, aura pour expression 

V' — — (/•-!- r.) arc tant» • — r^ — (r' /•, )arclang — ., - ' 

t:/- Tj y ^' " 2/1 V " aAv J 

/•' et r\ étant les distances des deux masses m' au point Y consi- 
déré, et V étant racine de Téquation 

, ^ sin'O cos>6 a* 
(4o) --^ — = — 

I -H V' V* p * 

dans laquelle l'origine des coordonnées est au centre de Touver- 
ture circulaire; Taxe des z coïncide avec Taxe de ce perde. 

Prenons la figure inverse par rapport à l'origine, afin d'obtenir 
la portion de ^ afférente au plan évidé. En appelant p, A, r et Vs 
ce que deviennent respectivement p', A', r' et r',, on a 

pp' = a», hh'= a*, p = ^;- = |> , 

d'où l'on tire 

, , h' , , f^' , 

r - /-!=:- (/ -r-r,), r — /•!= -- (/'.- /'i). 

r 






D'après le principe de Thomson, le potentiel du plan évidé est 

? 

Si donc nous exprimons V au moyen de r, /'f, p et si nous po- 
sons m = —rr * il viendra 

— '>.m V, r -^- Ka . r /'il 

V = - \{r - rt) arctang - (r— /'i )arc lanc — — • 

t: rri L 2 pv J' p^ J 

En ajoutant à ce potentiel celui des deux masses m, nous aurons 
l'expression cherchée de 'i, 

{k\) <L = ! \{r -v-rx) arc tang ('* — ''i) arc tang I 

^ /• Ti Tirri L ^ 2pv '^ 2pv J 
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OÙ V est la racine positive (ou nulle) de l'ëquation 

sin*6 cos'O p* ^ 



(4o)' 



I 



v« v> a*' 



les longueurs p, r et r^ sont les distances du point considéré au 
centre du disque, au centre d'explosion et au point symétrique 
du centre d'explosion par rapport à la surface libre. 

Les expressions trouvées ci-dessus pour (v, Ç3 et A permettent 
de prouver qu'autour des bords du disque il y a éclaboussement : 
j'entends par là que la composante verticale de la vitesse du 
liquide est infinie sur les bords du disque. Il s'agit d'évaluer 
la fonction 

oz oz 
sur le cercle représenté par les équations 

x^- - y^ - a-^ z = o. 

Si Ton introduit la première de ces conditions dans la rela- 
tion (3oy qui détermine t, on trouve 

La racine positive t^ de cette équation s'évanouit avec 5, et l'on 
a, quand z est très petit, 

^_^ '_ '__ 

V a " 1 y a z 

Or l'expression de cp, donne 

Ayant égard aux valeurs précédentes de 1 et de t^, on voit que 
cette dérivée est infinie pour :î = o, 

(44) 



àz 



T. 



: ^ z 



Faisons maintenant X'ry'' = d^ dans l'équation (4^), qui dé- 
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fiait V. Il vient 

(a*H--z*)v*-i-(a*-4--s*)z«v« — a*5* = o. 

Les deux racines de cette équation en v^ tendent vers zéro 
avec .3; la positive a pour partie principale zla^ d'où il résulte, 
quand z est très petit, 



z 



Pour calculer la dérivée de i^ par rapport à 3, dans Thypothèse 
s =r o, on peut considérer p, r et Tf comme des constantes, leurs 
dérivées par rapport à z s'évanouissant avec z\ de la sorte on 
trouve simplement 

(45) -i = ^ 



dz 7c[(r-4-r,)«-f-4pîv«][(r — r,)*-+-4p*>'*] 

On peut, d'après ce qui précède, négliger v^ dans le premier 
facteur du dénominateur, qui devient alors 

^[(rî — rî)*-f- 4(r-4-r,)«p«v*], 

OU, en vertu des expressions de r et /'i, 

7:[i6/i«-s»-+-4(r-i-r,)«p*v«]. 
Sur les bords du disque on a 



p = a, r = Tj = /a* -f- A*, 
de sorte que la dérivée considérée s'écrit 

OU, eu égard aux valeurs de v et de v^, 

à^ _ 1 ma s/ a 



(46) 



^^ T:v/>5[a(a»-+-A«)-t-/i«.5j 



Il suffit de rapprocher ce résultat des formules (35)' et (44) 
pour reconnaître que sur les bords du disque l'expression (4^) est 

infinie comme -p.» ce qui démontre le théorème. 

sz 
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Remarque, — A la question de l'explosion sous un disque flot- 
tant se rattache analytiquement la suivante : On laisse tomber un 
disque à plat sur la surface de Teau avec la vitesse w\ quelle esl 
la percussion [jl^ en un point quelconque du fluide? 

Si Ton pose ^ = — ^'fa» î' est aisé de voir que Ç3 est identique 
à la fonction désignée du même nom dans les pages précé4entes. 
La solution est donnée, pour le disque elliptique, par les for- 
mules (29) et (3o), où l'on devra tenir compte de l'hypothèse 
c =ir o ainsi que de la relation (Sg) qui en découle. Pour le disque 
circulaire, la solution résulte des formules (29)' et (3o)'. Nous 
venons de prouver que sur les bords du disque la dérivée de çs 
par rapport à z est infinie, tandis qu'elle est, comme on sait, 
partout égale à w sur la face inférieure du disque. Ainsi, dans le 
cas présent, la vitesse du liquide est égale à w sous le disque et 
infinie sur ses bords. Ajoutons qu'on peut trouver l'équation des 
lignes de flux sous forme flnie. 
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PRINCIPE DES IMAGES 



DANS 



LES MILIEUX DIÉLECTRIQUES. 



Considérons un milieu diëlectriquc et soient 

mnit = ds l'axe de polarisation en un point du niilieu ; 

m' m\ =ds' son transformé par rayons vecteurs réciproques par 

rapport à un centre d'inversion O ; 
k le rayon d'inversion; 

Fig. I. 



p, p', pi, p'j les distances respectives de —m, — m', -i-mi, 4-/?^/ 

au centre O ; 
a, r, Ti les distances d'un point A du milieu au centre O, à — m 

et à -4- /Wi ; 
a', r' et r\ celles du point A', transformé de A, au centre O, à 

— m' et à -I- m\ . 

Les quantités d^ électricité libre sont 

dm , , , f^m' , , 

g — nii— m = -r- ds, q = m^ — m = -rr as , 
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Les quantités A^ électricité polarisée sont 

^ = mds, \l' = m! ds' . 

L'élément mm^ fournit au point A' le potentiel 

^ mi m 

L'élément m! m\ fournit au point A' le potentiel 

, _ m\ m' 
Tj r 

que l'on peut, en raison de relations géométriques évidentes, 
écrire 

aVj a'r 
Si donc on détermine m! et m\ par les relations 

Xmi =-= m\ pi, A*m = m'p, 



il viendra 



a 



Évaluons \i.' et q' en fonction de [x et de q. On a 

m' = — ^ e/5' = — dsy 99' = A**, 

P P 

d'où, en multipliant les deux premières égalités membre à membre 
et tenant compte de la troisième, ainsi que de l'expression de u, 
on tire 

D'aulre part, si l'on différentie l'expression de m', on trouve 

dm' k dm ^ ^9 ^ ^, 

— TT" «5 = — -7— as r —r m as. 

ds p ds p* ds 

Par l'introduction des expressions de q et de [x, ainsi que des 
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aDgIes a et et! que font les segments nix m et m'^ m! avec la droite 
0mm', cette relation devient 

(2) 7=7 M*— cosa — 7 7- -^ M. TT cosa . 

' ' p ' p* ' A: a:» 

Si l'on désigne par o la densité de l'électricité libre, par h le 
moment de polarisation, par dm l'élément de volume dont l'aiLe 
est A, par 8', A' et dxn' les quantités correspondantes pour le mi- 
lieu transformé, on a 

g^_7_, /i = -!i- 8'=^, A'=Ji^- 

c^m dm ' dm' dm' ' 

c^Tu' = ^r rfnr = -- é/i3 — '— dm, 

p3 p6 ^6 

Les relations (i) et (a) deviennent alors 

(3) /.•=/,-^=A;^,, 

N, > P* , P^ > ^^ , k^ , 

(4) ^— ^Ti — '^ ti cosa = 0-7- -i- h^-n- cosa . 

AT* A* p * p ♦ 

Cela posé, étant donné un conducteur en équilibre de lui-même, 
au potentiel V, avec la densité superficielle e, dans un milieu di- 
électrique où V électricité libre a pour densité 8 et V électricité de 
polarisation a pour moment A, si l'on place au pôle d'inversion 
une masse électrique — VA*, le conducteur obtenu par inversion 
se tiendra en équilibre sous Tinfluencc de celte masse, au poten- 
tiel zéro, et les quantités A', S' et e' seront données, les deux pre- 
mières par les équations (3) et (4), la dernière par la formule 

p» A3 

A » p ' 

Les nouveaux axes de polarisation seront les transformés, par 
rayons vecteurs réciproques, des anciens. 

Exemple, — Une sphère C, au potentiel constant V, est plongée 
dans un milieu diélectrique, raclérisé par 8 et A constants, et 
par des axes de polarisation tous centraux. 11 est évident, par sy- 
métrie, que e est constant. La transformée est une sphère C, 
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plongée dans un milieu diélectrique, où tous les axes de polarisa- 
tion sont dirigés tangcntiellement à des cercles, qui passent tous 
au point O', image du centre d'inversion O par rapport à cette 
sphère. 

La sphère se tient en équilibre électrique au potentiel zéro, 
sous rinfluence de la charge — VA* concentrée en O; les valeurs 
de o', A' et e' sont données par les formules précédentes. 

Le problème est résolu aussi, lorsque li et o ne varient qu'avec 
la distance au centre de la sphère C. La densité à la surface de la 
sphè re G suit la même loi que si le milieu n'était pas électrisé. 



THÉORIE 



DU 



« REPLENISHER '> DE THOMSON. 



1. Schéma du replenisher, — Un conducteur creux A (yî^. 2), 
préalablement chargé d'une quantité d'électricité -f-/Wo> induit de 
l'électricité négative sur le conducteur B et repousse le fluide 
positif sur le conducteur B', en communication lointaine avec B. 

Un conducteur mobile C se charge de fluide négatif au contact 
de B, puis abandonne toute cette électricité à un conducteur 
creux A', qu'il touche à l'intérieur. 

Fig. 2. 




Le conducteur A' induit de l'électricité négative sur le conduc- 
teur B', en communication lointaine avec B. Une fois déchargé, 
G louche B', lui prend du fluide positif, qu'il reporte tout entier 
sur A, et ainsi de suite. 

De la sorte, A et A' se chargent de quantités croissantes d'élec- 
tricité, positive sur A, négative sur A'. 

Le système (A, B) est identique au système (A', B'). 

G. R. — II. Q 
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2. Au bout de p tours, G est revenu en contact avec B. Soient 
alors les charges rrip sur A, \kp sur B, qp sur G, m sur A', \l' sur B'. 

Il y a d'abord une relation entre m^,, u^ et qp. En effet, la 
charge \f-p-\'qp peut être regardée comme la somme de deux 
autres, l'une -^r^nip — ô/ny,(7| et ô constantes positives, de somme 
moindre que l'unilé) due à Tinlluence de nip, si le conducteur 
B 4- G était au potentiel zéro, Tautre ( |^/> -4- ^j nip) -{-{qp-h^ /?'/>), 
qui serait d^ elle-même en équilibre sur B -|- G. Or il y a évidem- 
ment proportionnalité entre la charge qp-h ^mp de G et la charge 
[f-p 4- Tj mp de B : 

d'où, en posant 
on tire 

(i) qp=cimp-^^ixp. 

Exprimons maintenant que B et B', qui communiquent, sont 
au même potentiel. La charge sur B -f- G peut être considérée 
comme la somme de deux autres, l'une — (Ti-^^)mp qui, con- 
jointement avec la charge mp du corps A, maintiendrait B au 
potentiel zéro, l'autre I^/? 4- yy> -f- ( -r» 4- 9)/??^,, en équilibre d'elle- 
même. Si l'on appelle K la capacité du conducteur B 4- G, le po- 
tentiel de B 4- G est, par définition, 

fip-^ (/p-^- ( r, -4-0) m; , 
K 

De même, si l'on appelle k la capacité de B' et — hm' {h étant 
une constante positive inférieure à l'unité) la charge qui y serait 
induite par A', si B' était en communication avec le sol, le poten- 
tiel de B' sera 



En égalant ces deux potentiels, on a 

\i.p-hqp-h(r,-^(i) mp [kp-^/imp 
(^> K = 1 

Enfin, en écrivant qu'aucune quantité d'électricité ne s'est créée 
ni détruite dans tout le système, on trouve 

( 3 ) nip -4- iip -^Çp-h m'p -H fXp = Wo. 
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En vertu de celte relation, la précédente pourra s'écrire 

fi p-4-<y/i-4-'(TQ -^^) nip _ a;»o~ nip — m) , H- ( r^ - h ) ni /, -¥■ h m), 
K ~ K-^-X ' 

si Ton pose 

on déduira de là 

Substituant cette valeur de ^-p dans l'équation (i), on trouve 

(5) ( I -+- ?) 7/, = ?Y^*o -h I a - ?Y -+- ?( ^i -^-^)J nip—ii — h) pvw'^. 

3. Telle serait l'expression exacte de qp, s'il n'y avait déperdi- 
tion par Tair. Mais, si Ton appelle t le temps très court d'une 
demi-révolution, la charge de A, qui était m' au moment où G ve- 
nait de toucher A, a diminué de )"m' (). désignant le coefficient 
de déperdition, compris entre o et i) quand C est arrivé en A et 
est devenue (i — At)/w' . On a donc 

(5)' (i -+- ?) (jp = Pv/wo -^- [^ - Pï -H ?(t^ + ^)] nt,,-- (I - >i) (I- Xt)?y/w;,. 

D'ailleurs, lorsque C revient en A', sa charge est devenue 
qp{\ — )vt) et la charge de A' est devenue ni {\ — Xt)^. Lorsque C 
touche A' à son intérieur, la charge de A' devient donc 

Si l'on pose 

il vient 

(6) Dm;, = 1(1 — X-;*— i] m;, H- (.i - Xt) ij ,,, 

ou bien, le carré de t étant négligeable, 

Si Ton substitue dins cette relation la valeur (5)' de qp^ on trou- 
vera 

(8) D//i^ = — a//i;j — ômp-{-cmof 
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en posant 

/^\ ; A (i-/0(i — Xt)ïq . 

(9) < ^= ——a ^Py-+-2^- (^>o), 

I H- p 

De la formule (7), on déduira visiblemcnl Dm^, en changeant 
/;?' en /??^ et nip en //î»^.,, qui n'est autre chose que ni' -r- D /?/',. 
Ou trouve ainsi 

(10) Dnip= — bnip— a{m'p-i- Dni'p) -\- crfiQ. 

Les charges inconnues rrip et m' vérifient donc deux équations 
(8) et (10) aux différences finies , linéaires et à coefficients con- 
stants. On sait intégrer de telles équations. 

4. Pour simplifier les calculs, nous supposerons le corps C très 
petit par rapport aux conducteurs B et B'. Alors ^ et 8 sont très 
petits; comme t a été supposé très petit, a, />, c définis par les 
relations (9) sont également très petits; par suite aussi les diffé- 
rences D/?i' , Dmy, en vertu des équations (8) et (10) sont très 
petites; ti est très voisin de A, K de A*, et le rapport y diffère très 
peu de^. En conséquence, les relations (9) deviennent 

(«)) i b =^ h jtAT. 

O.P. 
2 

et Téquation (10) se réduit à 

(10)' D/n^= — bnip— ain'p-^ c in^i. 

Les intégrales des équations (8) et (lo/ sont de la forme sui- 
vante : 

(wi„ = A(i — a — b)i'-^ 13(1 -h « — by'->r - — 7 Wo, 

( m' = Xii — a — b)P-- B(i'\- a ^ù)f'-^, -. m^i; 

\ '^ ' a ~ b 
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les constantes A et B se déterminent par la condition que, pour 
/> ^= o, les charges nip et m' se réduisent respectivement à m^ v\ 
à zéro, ce qui donne 

. moi a -^ h — 'IV) ^ wi,» 

.>, (a ^ o ) -2 

Des formules (la) on déduit immédiatement 

ce qui montre que la différence des charges des deux récepteurs 
\ et A' croit en progression géométrique ai^ec le nombre de 
tours, conformément ù la théorie classique. 

Ceci suppose d'ailleurs que la différence a — b soit positive, 
condition qui, en vertu des formules (9)', revient à 

— ?. Xt > o. 

Comme 9 est positif, cette inégalité est vérifiée d'elle-même 
(|uand le mouvement de rotation du transmetteur C est extrême- 
ment rapide (t ^^ o). 



EFFET 



D UN 



OBUS AIMANTE SUR UN GALVANOMETRE. 



i. L'obus, aimanté longiludinalemcnt, peul sensiblement être 
assimilé à un barreau de longueur 2a, portant à ses extrémités 
deux masses magnétiques -h m et — /?/. 

Il nous faut calculer la force magnétique exercée sur un pôle 
magnétique -h i, supposé au centre O du galvanomètre, ou plutôt 
la composante X de cette force, parallèle à la vitesse V de Tobus. 

Soient {Jfg. 3) 

■ 

/*, /•' les distances de ses extrémités au centre O du galvanomètre; 
X la distance de son milieu à la perpendiculaire abaissée de O sur 
la trajectoire; 

Fig. 3. 



-/H*, 



"♦■ ♦/n 



r 




'f, cp' les angles de la vitesse V avec les distances r et /. 

Les masses -+- /n et — m exercent en O les forces - et jz 
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On aura donc 



(I) 



Nous aurons besoin de la dérivée de X par rapport à t 

d\ _d\ dx __yd\ 
dt dx dt ~" dx 

Or on a, en désignant par h la distance minima de l'obus au gal- 
vanomètre, 

r« = (a: -h a)î -f- A», /•'« = (a: - a)» -^ /i«. 

On déduit de là 

d\ frî— 3(x-f-a)« r'î— 3(a? — a)n 

dt L ^* '* J 

= - "^V ^ -.^ J . 

Or la demi-longueur a de l'obus doit être petite par rapport à 
la distance h ; nous devons donc supposer a* négligeable de- 
vant h'^. Dans cette hypothèse, on a 



r2 = x* -+- A* H- 7.axj -r = -T J- , 

r^ a:* -h /i* 2ax 

d'où résulte, sensiblement. 



I I 



/»» 5 



Par suite on obtient 



/ 5ax \ 

y~x^~nî^/ 



d\_ m\ 

dt " 



L^^[(,„_,.._4a.)(.--^?f.,)_(A._,,.-.4«^)(.-^)] 



(ar« -h /t») 

OU bien, en remarquant que 2am est le moment magnétique M 
de l'obus, 



dt 



7 



W 



(ar»-+-/r*)* 

Enfin, si l'on pose x = h^^ il viendra 

d\ 3MV 3$ --253 
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2. En vue d^étudierles varialions de celte dérivée, construisons 
la courbe {fig* 4) qui a pour abscisses les valeurs de \ et pour 
ordonnées celles de la fonction 



/(O 






Si l'on égale à zéro la dérivée /'(S), on arrive à l'équation bi- 
carrée 

8?* — 24?» — 3 = o, 

dont les deux racines positives ont sensiblement pour valeurs 



f-Zr î-=l/f- 



Le maximum /($') est sensiblement égal à ^ et le minimum 

/($") à -t soit environ seize fois plus petit en valeur absolue 

que /($'). Entre ce maximum et ce minimum, /"(Ç) s'annule pour 



Fig. \. 



k/*(^) 




5" 



Ç = |/-. Par suite, la courbe j^ =/(Ç) a la forme représentée 

dans la fig, 2, où Ton n'a tracé qu'une moitié de la courbe; 
l'autre moitié est symétrique de celle-là par rapport à l'origine des 
coordonnées. 

Maintenant, prenons pour abscisses, au lieu des ç, les temps 



/ = 



Y' 



comptés à partir de l'instant où l'obus passe juste au-dessus du 
cadre. Le quotient t- étant énorme, aux mêmes ordonnées corres- 
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pondront des abscisses bien moindres; et, comme le rapport j-ç 
est encore considérable, si le tir est suffisamment précis, les va- 
leurs de -jj- fournies par la formule (-î)' seront représentées par 

les ordonnées d'une courbe analogue à la précédente, mais dont 
les sinuosités seront beaucoup plus resserrées dans le sens des 
abscisses, tout en ayant les mêmes ordonnées maxima et minima. 

3. Si nous appelons t la section embrassée par le contour du 
cadre du galvanomètre, K la résistance du fil et / l'intensité du 
courant qui y règne à l'instant ^, la loi de Tinduction donne 

et la force F exercée sur un pôle magnétique -f- i, qui occuperait 
à peu près le centre du cadre, a pour expression 

n désignant le nombre de tours du fil et / sa longueur totale. La 
force F est dirigée perpendiculairement au cadre. 

Au moyen des formules (2) et (3) on pourrait, en appliquant 
les principes de la Dynamique, traiter rigoureusement le pro- 
blème du mouvement de l'aiguille du galvanomètre sous l'action 
de l'obus. Mais on arriverait ainsi à une équation dilTérentielle du 
second ordre et du second degré, qui n'est pas intégrable. 

On peut substituer à la solution rigoureuse une solution ap- 
prochée et tourner la difficulté de la manière suivante : 

Remarquons que les fortes valeurs de -r- sont toutes concen- 
trées dans un très petit intervalle, de part et d'autre des abscisses 
( =^ ±1 • ' On peut donc remplacer ces forces progressivement 
variables par deux percussions de sens contraires, appliquées à 
Taiguille du galvanomètre, l'une au temps — r^ l'autre au temps 

— —1 et, par conséquent, séparées par un intervalle » 

Toute la question est de savoir si, dans cet intervalle extraor- 
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(linaircmcnl court, l'aiguîlie peut être déviée par la première im- 
pulsion, d'un angle sensible, avant d'être ressaisie par la seconde, 
qui va l'arrêter sur place, ou à Irrs peu près. 

Commençons par évaluer la première percussion P. On se rend 
facilement compte qu'on peut prendre f = — oo pour limite infé- 
rieure de l'intégrale qui exprime P, au lieu du temps que l'obus 
emploie à son parcours entre la bouche à feu et le galvanomètre; 
on prendra donc 

Or, t étant égal à V:r, la formule (i) donne 

\(-oo)=o, \(o) = — ^^3— = -^. 

Par suite, la valeur absolue de P est 

/ £\ I i> I 4 ^ '' T r V / \ V / M \T.n's y[ 

<^> I' i^-7Tr[^(-*)-^(")i = -7ir Â5- 

1. Soient 

m' et — m' les charges magnétiques concentrées aux deux pôles 

de l'aiguille du galvanomètre; 
\ la distance d'un point quelconque de l'aiguille au centre; 
X| la demi-longueur de l'aiguille; 
M'= 9.\^ni son moment magnétique; 
p, (i> et |jLsa densité, sa section (supposées uniformes) et sa masse 

totale; 
son angle d'écart. 

.Sur chaque pôle s'exerce, normalement à l'aiguille, la percus- 
sion m' P. Elle est égale, d'après un théorème de Dynamique, à la 
quantité de mouvement de la moitié de l'aiguille. Or un élément 
de masse de l'aiguille a pour expression coprfX; sa quantité de 
mouvement sera 

lu p A -7 a A , 

celle de la moitié de l'aiguille 

^0 '*^' 






f KdK = - tiipk\ -r- = — 7 i- • 
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Si nous régalons à la valeur de m' | P[ fournie par l'équation (4), 
et si nous écrivons à la place de m' le moment magnétique M', 
divisé par 2X1, il viendra 

,,. d^ 8MM'tt/ij 

(d) -— = . 

Par suite, au bout du temps — — » l'angle d'écart sera 

V y'\ 



= 



1 y/ÎMM'iT/iJ 



îJiVXîA2/R 



— I 



OU, si l'on remplace le moment magnétique M de l'obus par Ai^*, 
A étant V intensité d^ aimantation permanente de V acier et r le 
volume occupé par V acier de l'obus, 

Telle est la formule définitive qui donne l'angle d'écart obser- 
vable, et où toutes les quantités doivent être évaluées en unités 
C G. S. Elle montre qu'il faut, autant que possible, augmenter A, 
t\ /?, T et diminuer /t, a, X, l\ mais il est malheureusement pro- 
bable qu'on ne pourra pas pratiquement dépasser certaines li- 
mites, au delà desquelles commencerait à être sensible. 



THÉORIE 



d'une 



EXPÉRIENCE DE HERTZ. 



1. Nous commencerons par étudier la propagation de l'éiec- 
tricité dans un conducteur cylindrique (voir Maxwell, Trait*' 
(V Electricité et de Magnétisme, n" 689). Soient 

a le rayon de la seclion du conducteur; 

/• celui d'un cercle intérieur; 

iv rintensité du courant sur tout le cercle de rayon /•; 

II le potentiel dû à Tinduction ; 

E la force éleclromotrice extérieure ; 

p la résistance spécifique ; 

/ la longueur du cylindre. 

On u les deux équations 

E d\\ 

\ ù l dW\ 
' * r Or\ Ot / 

H ot iv dépendent à la fois du rayon /• et du temps t; mais E ne 
dépend que de t. Posons 

Ci) ..= ^ 

et cherchons à déterminer t. 

DiflTérentiant l'équation (1) par rapport à /•, on a 



c)m' _ _^ ^ àU 
^ Vr ~ ~^ Jt ôr 
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d'où, en intégrant par rapport au temps, 

Substituons dans la relation (2) les expressions (3) et (4); il 
viendra 

équation aux dérivées partielles que la fonction o* doit vérifier dans 
tout le conducteur. Pour achever de la déterminer^ nous allons 
chercher la condition qu'elle doit remplir sur le contour du cy- 
lindre. 

Or, si Ton appelle I l'intensité totale du courant, on a, à la 
surface, 

(6) Ha -AI, 

A étant une constante. Mais 



I — :>. - / IV r dr = 2 ir / -- /• dr. 

ce qui, en vertu de Téquation (5), peut s'écrire 



ou finalement 



^ __ pg d^a 



^-^ - . or 

D'autre part, en difierentiant l'équation (6), on trouve 
Or ré(|uation (1) donne, pour tous les points de la surface, 

07a _ 1^ <^Ha 

Rapprochant ces deux derniers résultats, on obtient Téqualion 
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que la fonction a* vérifie à la surface, savoir 

dja K Ko a dia 

= ! , 

^ ()f l 1 dt dr 

OU, en introduisant le coefficient de sel/induction L -= A /, 

On voit que la fonction a* est complètement déterminée par les 
deux équations (5) et (8). Une fois cr connue, les intensités (v et I 
sont déterminées par les relations (3) et (7). 

L'équation (8) donne la formule ordinaire de Tinduction lors- 
qu'on suppose le courant (v uniforme dans toute la section; car 
alors on a 

— - = il' = ) 

dt TUl^- 

et, comme la résistance totale R du fil a pour expression -^^» Té- 
quation (8) devient 

(8') «•-^-•^S• 

2. Dans l'expérience de Hertz, deux conducteurs cylindriques, 
de rayon «, de longueur /, sont placés dans le prolongement l'un 
de l'autre. Leurs extrémités en regard sont reliées chacune à Tune 
des extrémités du fil induit d'une bobine de Ruhmkorff. Les ex- 
trémités opposées portent chacune une sphère de capacité G. 

On a, par suite, en appelant q la charge d'un des deux conduc- 
teurs, 

d'où résulte, en vertu de l'équation (7), 



dq _ pa dia 



dR pa d7a 



dt 1 dr dt dr 

Si maintenant on dlfférentie l'équation (8) par rapport à /, en 
tenant compte de ces valeurs, il vient 

d'fJa , a dSa '7Ï- 0^(Sa 

^y) ^ dt^-'-^QW-^ — dF-dî^''- 
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Il est aisé de trouver une fonction a* salisfaisanl aux équations (5) 
et (9) quand on suppose a, et par suite aussi /', extrêmement pe- 
tit. Posons à cet effet 

L'équation (5) devient alors 

(10) H__ -^l_J^2 = o. 

ar^ r dr p 

Développons 2 en série et bornons-nous aux deux premiers 
termes 

2 = «0 -h a^r^. 
En substituant cette expression dans Téquation (10), on trouve 

P 
On peut donc prendre 

/ Trarn 

Cette valeur de a-, portée dans Téqualion (9), donne 






H = O. 



Si Ton introduit la résistance des cylindres 






cette dernière relation devient 

(11) (L4-/)|JL2-RHi-i-2 =0. 

La théorie ordinaire aurait donné 



(12) J^,a2_Kj^+l = 0, 

^désignant le coefficient de self-induction. On a donc 
(i3) ^^L^/. 



l44 FRAGMENTS DIVERS. 

3. Dans le cas général, on peut toujours poser comme plus 
haut 

ce qui transforme l'éqnalion (5) en Téquation déjà obtenue 

d^Z i dZ 47rfJL ^ 

(lO) -7-r -T- - -7- H -2 = 0. 

La fonction II qui satisfait à cette équation et qui reste finie 
pour r = o est nécessairement de la forme 



S- yJo r 



[/'-f)- 



Y désignant une constante arbitraire et Jq la fonction de Bcsscl, 
de sorte que l'on a une solution de l'équation (5) en prenant 



(i6) 'j^-(e-[»-nJr 



\/^ 



Si l'on substitue cette expression de t dans la condition (9), on 
trouve 

(,;, ,..J.(»^/5)*(i-,.'A•)„^/'S;i(y<2).,. 

Posons maintenant 



Télimination de ji. entre ces deux dernières relations donne 

Appelons R' la résistance du fil; la résistance vraie R sera plus 
grande que R'à cause de rélincellc ; représentons-la par n R'(/i> 1 ). 
L'équation précédente deviendra 

Passons aux nombres. Dans Texpérience de Hertz (Annales rie 
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fViedemann, t. XXXI, 1887) les sphères avaient i5*^" de rayon; 
par conséquent 



c= -5 



3*.io»o 



Chacun des fils du condensateur avait i5o*^" de longueur (/=r i5o) 
et un demi-centimètre de diamètre (rf= o,5). Or le coefficient de 
self-induction L est représenté par la formule de Helmholtz 



L = 9./^log:^— 0,75-+- \~j 



où /r = I dans la théorie de Neumann et A* = o dans celle de 
Maxwell. Avec A: = i on trouve 

L = 1902*"; 

par suite, l'hypothèse A — - o donne 

L = 190*2 -H / = '>.o59.*", 

nombre que nous adopterons. 

Quant à la résistance d'un fil de cuivre de o*^"', 5 de diamètre 
elle est, pour une longueur de i™, égale à o"**"*, 0008; donc on • 
aura, en unités C.G.S, 

R'= 8.10*. 1,5 = 12.10*. 
A raison de ces valeurs de /, C et R' Téquation (ao) devient 

(...) ^'-;^-M4.^-i^=o. 

On peut, en considérant comme connue la résistance de Té- 
tincelle, c'est-à-dire n, calculer la partie imaginaire de z^. En 
effet, nous avons 

Si donc on fait 

il faut, pour que la vibration s'éteigne, que [x' soit positif-, quant 
à [x*^, en appelant t le temps d'une vibration complète, on a, si 
G. R. — II. 10 
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la théorie de Maxwell est vraie, 

1 = L22' 

et, comme on a, d^autre part, 



^•=T' 



on trouve immédiatement 



, 3,i4i6 - _ _ 

[X'= -— — 10» =î, 775. 10». 

1,77 
Par suite 



..= ii 



' . /.-«r 



nR "^ i" / «2000/1 20oon w 

ce qui fait connaître la partie imaginaire de z*^. 

Comme le coefficient d'extinction e~^'^ doit décroître très rapi- 
dement quand t augmente, il faut que \k' soit très grand. Nous 
sommes donc conduits à calculer la valeur de Jq {z) • Jo(^) pour 
les valeurs de z qui ont un très grand module. Pour de telles va- 
leurs on a (Jordan, Cours d^ Analyse, t. III), 

J.(.)=^[e'(=-^)-*'Ve-'('-?)], 

avec /r = o ou Ar = 1 , suivant que la partie réelle de 9 est positive 
ou négative. En prenant la dérivée logarithmique des deux mem- 
bres et négligeant l'inverse de 5, on trouve 



J'o(-«)_ .« 



'•('-?)-*-_-'(-?) 



J«(^) , .(.-î^-*,.- .(,_5^ 



Or e~*^' est égal à -4- i si A* = o, à — i si /r = i ; soient Zo et Z| 
les valeurs de Ji(5):Jo(5) qui correspondent à ces deux hypo- 
thèses. On a visiblement ZqZ, = — 1; il suffit donc de calculer Z©. 
Posons 

5 = a-h eu, a — 7 = a, 

4 

nous aurons 
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OU, en introduisant les sinus et cosinus hyperboliques. 



ou enfin 



"" cos2a'-+.Gh2p ' 



® "" sinaa+Gh2p 



Ce morceau étant inachevé et présentant une lacune, il peut être bon 
de rappeler que, une fois s^ et par suite fx, tiré de Téquation (21), la so> 
lution physique du problème sera donnée, non pas par la formule (16), 
où Y 6st comme fx une constante imaginaire, mais par 

Œ = partie réelle de y^-I^' Jo ( r l/^^^ ) * 

C'est cette fonction qu'on devra employer pour calculer q au moyen de 

la relation 

dq pa 09 a 

dt "^ 1 dr 

On trouvera ainsi pour la charge q une loi de variation dont la forme 
analytique sera la même que dans la théorie de Sir W. Thomson. 
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